HƯƠNG DAN Sư DỤNG MTCT CASIO - VINACAL 
GIẢI NHANH BÀI TOÁN sô PHỨC 


TÍNH NHANH CÁC PHÉP TOÁN cơ BẢN sô PHỨC. 


I) KIÉN THỨC NẺN TẢNG 


1. Các khái niệm thường gặp 

■ Đơn vị ảo là một đại lượng được kí hiệu i và có tính chất ỉ 2 = —1 

■ Số phức là một biểu thức có dạng a + bi trong đó a,b là các số thực . Trong đó a được gọi là 
phần thực và b được gọi là số ảo 

■ Số phức liên hợp của số phức z = a + bi là số phức z = a — bi 

■ Số phức nghịch đảo của số phức z = a + bi là số phức Z _1 = — = — ỉ— 

z a + bi 

■ Môdul của số phức z = ữ + bi được kí hiệu là |z| và có độ lớn |z| = \[ã 2 ~+b 2 

2. Lệnh Caso 

■ Để xử lý số phức ta sử dụng lệnh tính số phức MODE 2 

■ Lệnh tính Môđun của số phức là SHIFT HYP 

■ Lệnh tính số phức liên họp z là SHIFT 2 2 

■ Lệnh tính Acgument của số phức là SHIFT 2 1 


II) ví DỤ MINH HỌA 


VDl-[Đề minh họa THPT Quốc Gia lần 1 năm 2017] 

Cho hai số phức Zj = 1 + / và z 2 = 2 - 3 i .Tính Môđun của số phức Z| + z 2 

A.|zj+ z 2 | = VĨ3 B.|z 1 + z 2 | = V5 C.|z 1 + z 2 | = 1 D.|z!+z 2 

= 5 


GIẢI 

> Đăng nhập lệnh số phức ÍMÕDẼI 


CMPLK 0 MỉLth 

I 


(Khi nào máy tính hiển thị chữCMPLX thì bắt đầu tính toán số phức được) 

> Để tính Môđun của số phức ta nhập biểu thức vào máy tính rồi sử dụng lệnh SHIFT HYP 

ÍTỊ [+1ÍẼNÕ1 í+1 ÍTỊ R Í3l ÍẼNGÌ [=1M íhỹpỊ ÍÃi^í [=1 

CMPLK 0 MỉLth Jk 

1+Ĩ+2-3Ĩ 


3-21 

CMPLK 0 MỉLth A 

lAnsỉ 


IĨ3 

Vậy |zj + z 2 1 = a/Ĩ3 => Đáp số chính xác là A 

VD2-[Thi thử báo Toán học tuổi trẻ lần 3 năm 2017] 

Số phức liên họp với số phức z - (1 + i) 2 -3(l + 2ỉ') 2 là: 

A.-9-lOỉ B.9 + 10Í C.9-10/ D.-9 + 10í 

GIẢI 


> 


Sử dụng máy tính Casio tính z 

CD □□ [+1 (ẼNỘ) □□ [^) (H] [3H CO □□ CB CXI (ỆNÕ) □□ [^) [=] 


TOANMATH.com 


Tác giả: Trần Bá Hưng 










CMPLH 0 MỉLth À 

Q+i) 2 -3(l+2i) 2 
9-lũi 

=> z = 9 — 10 / 

> Số phức liên hợp của z = a + bi là z = a — bi : 

Vậy z = 9 + 10/ => Đáp án B là chính xác 
VD3-[Thi thử trung tâm Diệu Hiền - cần thơ lần 1 năm 2017] 

Cho số phức z = a + bỉ .số phức z 2 có phần ảo là : 

Ả.a 2 b 2 B. 2 a 2 b 2 C.2 ab Đ.ab 

GIẢI 

> Vì đề bài cho ở dạng tổng quát nên ta tiến hành "cá biệt hóa" bài toán bằng cách chọn giá trị cho 
a,b (lưu ý nên chọn các giá trị lẻ để tránh xảy ra trường hợp đặc biệt). 

Chọn <2 = 1.25 và b = 2.1 ta có z = 1.25 + 2.1/ 

> Sử dụng máy tính Casio tính z 2 

E0ÉCẵ]ffl[!]0(jDI|ộ)[I](í!)(=] 


CMPLK 0 MỉLth À 

(1.25+2.li) 2 

1139 Ĩ1 - 
■ 400 4 1 

21 

Vậy phần ảo là — 

4 

.. 21 . 

> Xem đáp sô nào có giá trị là —— thì đáp án đó chính xác. Ta có : 

4 

CMPLX E Math ầ, 

2x1.25x2.1 

21 

4 


Vậy 2 ab - => Đáp án c là chính xác 


VD4-[Thi thử báo Toán học tuổi trẻ lầ 

in 4 năm 2017] 

Đe số phức z = a + (a-i)i (a là số thực) có |z| = l thì: 

1 3 

<2 = 0 

A.a = — B. <2 =— c. 

D. a = ±1 

2 2 

a = ỉ 


GIẢI 


> Để xử lý bài này ta sử dụng phép thử, tuy nhiên ta chọn a sao cho khéo léo nhất để phép thử tìm 
đáp số nhanh nhất. Ta chọn a = 1 trước, nếu <2 = 1 đúng thì đáp án đúng chỉ có thể là c hoặc D, 
nếu a = 1 sai thì c và D đều sai. 

> Với a = 1 Sử dụng máy tính Casio tính z 

EfflEE0(Z]0(ĩ§(=] @ ® (Ãns) (=] 

CMPLH s MỉLth À 

l + a-í)i 


1 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 












CMPLK 0 MỉLth À 

I Ans 1 


1 

Vậy |z| = 1 => Đáp án đúng chỉ có thể là c hoặc D 
> Thử với a = 0 Sử dụng máy tính Casio tính z : 

[õ]ffl(3GDHE0@(=] @ (hỹp) (Ãns) (=] 

CMPLX 0 MỉLth À 

"i 

CMPLK 0 MỉLth À 


1 

Vậy |z| = 1 => Đáp án chính xác là c 

VD5-[Thi thử THPT Phạm Văn Đồng - Đắc Nông lần 1 năm 2017] 

Số phức z - l + (l + /) + (l + /) 2 + ... + (l + /) 20 có giá trị bằng : 

A.-2 20 B.-2 10 +(2 20 +l)ỉ C.2 10 + (2 10 +l)ỉ D.2 10 + 2 10 / 

GIẢI 

> Nếu ta nhập cả biểu thức l + (l + /) + (l + /) 2 + ... + (l + /) 20 vào máy tính Casio thì vẫn được, 

nhưng mất nhiều thao tác tay. Để rút ngắn công đoạn này ta tiến hành rút gọn biểu thức 
Ta thấy các số hạng trong cùng biểu thức đều có chung một quy luật "số hạng sau bằng số hạng 
trước nhân với đại lượng 1 + / " vậy đây là cấp số nhân với công bội \ + i 

=> l + (l + /) + (l + /) 2 +... + (l + /) 20 -ỉ. - It 

V ' V ' v ' 1 1-1 l-(l-i) 

l-íl + o 21 __ 

> Với z= —— sử dụng máy tính Casio tính z 

_ _ _ _ _ _ _ 

o C3D Q CD □□ (D lãn CX) o □□ C3D Q CD C3II [B [T) (=) 

CMPLX E Hs.th à, 

l-(l+i) 

-1024+10251 

Ta thấy z = -1024 +1025/ = -2 10 + ( 2 10 + 1 ) ỉ 
=> Đáp án chính xác làB 

VD6-[Thi thư chuyên KHTN lần 1 năm 2017] 

Nếu số phức z thỏa mãn |z| = 1 thì phần thực của - bằng : 

l-z 

A.ị B.-ị C.2 D.MỘt giá trị khác 

2 2 

GIẢI 

> Đặt số phức z = ữ + bi thì Môđun của số phức z là |z| = Va 2 +ồ 2 =1 

> Chọn a = 0.5 => a/ 0.5 2 +Ễ> 2 = 1 . sử dụng chức năng dò nghiệm SHIFT SOLVE để tìm b 

ÍMÕDẼinnívĩì [TỊ R[51 í^ì[+]ÍÃĨMÌÍTÌí^ìR m íslĩìÍCÃĨCÌ [TỊ n [51 [=1 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 
















13 Msrth 

io.5 ỉ+ể,-"l __ 
x=" 0-8660254038 
L-R= 0 

Lưu giá trị này vào b 

|SHIFT| ÍRCĨÌ R 

0 Mỉtth A 

Ans+B 

Ũ.8660254038 

> Trở lại chế độ CMPLX để tính giá trị —ỉ— : 

ỉ-z 

B [TI ÍW1 [TI (▼) ITỊ R ÍT1RT1 rn [Tì [+ì IÃĨPHẤÌIRIẼNGÌ DI [=1 

CMPLX E Ms.th À 

Ì-ÍO-5+Bi) 

ị+0.8660254038i 

Vậy phần thực của z là => Đáp án chính xác là A 

VD7-[Thi thử nhóm toán Đoàn Trí Dũng lần 3 năm 2017] 

Tìm số phức z biết rằng : (l + /) z - 2z = -5 +1 1/ 

A.z = 5-7i B. z = 2 + 3/ c.z = l + 3i D.z = 2-4/ 

GIẢI 

> Với 7 = 5-7/ thì số phức liên hợp z = 5 + 7/ . Nếu đáp án A đúng thì phương trình : 

(1 + /) (5-7/)-2(5+ 7/) = -5 + 11/ (1) 

> Sử dụng máy tính Casio nhập vế trái của (1) 

[3ũIlffl@O[3[I]H0@OQ[!]B[I]ffl[z](ĩ!(I](=] 

CMPLK [3 MỉLth À 

a+ỉK5-7i)-2C5% 

2-16Ỉ 

vì 2 —16/ # —5 + 11/ nên đáp án A sai 

> Tương tự như vậy với đáp án B 

|T|(Jll(+)(ĩlCI]Cri[I](+)[3]iộ)[T|QCI]CI]CI]Q[3]iộ)[T|(=) 

CHPLX [3 HỉLth À 

Cl+i K2+3i)-2C2> 

-5+1 li 

Dễ thấy vế trái (1) = vế phải (1) = —5 + 11/ 

=> Đáp số chính xác là B 

VD8-[Đề minh họa của bộ GD-ĐT lần 2 năm 2017] 

Cho số phức z = a+bi thỏa mãn (l + /)z + 2z = 3 + 2/ .Tính p = a + b 

A.p = ị B. p = 1 c.p = -l D.p = -ị 

2 2 

GIẢI 

> Phương trình <=> (l + /)z + 2z-3-2/ = 0 (1). Khi nhập số phức liên hợp ta nhấn lệnh 

ÍSHÌFTÌ [2] [2] 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 





















CMPLK 0 MỉLth À 

Conjg(l 


> 


Sử dụng máy tính Casio nhập vế trái của (1) 

mrrif+iíẼ^míÃĩp^mf+ií2iMr2ií2iíÃĩPHÃìmmRí3iRr2iíẼNGi 

CMPLK 0 MỉLth 

^ConJg(X)-3-2il 


> X là số phức nên có dạng X = a + bi .Nhập X = 1000 + 100/ (có thể thay a\b là số khác) 

ÍCÃĨCÌ míõifõifõií+imíõiíõiíẼNG][=i 

CMPLX 0 MỉLth À 

Cl+i )X+2Conjg(Xi> 


2897+090Ĩ 

_ _ , f2897 = 3.1000-100-3 = 3a-ỉ>-3 

Vậy vê trái của (1) bằng 2897 + 898/ . Ta có : ị ~ 

[898 = 1000-100-2 = a-b-2 

- r. Í3a-Ế>-3 = 0 1 -3 

Mặt khác đang muốn vê trái =0 => < _ <ĩ^a — —\b — —- 

\a-b - 2 = 0 2 2 


Vậy a + b = —\ 

=> Đáp số chính xác là B 



> Thu gọn z về dạng tối giản => z = -1 + 'Ịịi 

® [Uffl [ 3 ] lộ) 0 [ 3 ] (3) E) 0 [2] IẼI (D [3] (U 

C MPLX 0 MỉLth À 

5 + 3 iVg 

1 -2i V3" _ 

-1+731 

> Tìm Acgument của z với lệnh SHIFT 2 1 

dẼ) ả][T]0[I](±](VĨ)[I](S)||ệ)(T)[=] 

CMPLK 0 MỉLth À 

arg(-l+73i) 



2/r 7 7 2;r 

vậy z có 1 Acgument là — . Tuy nhiên khi so sánh kết quả ta lại không thấy có giá trị nào là — 

3 3 


Khi đó ta nhớ đến tính chất "Nếu góc cc là một Acgument thì góc a+2ĩĩ cũng là một Acgument" 

, , , , , 2 ĨC 8 7Ĩ 

=> Đáp so chính xác là D VI —+ 2 n = — 

2 3 


IĨI) BẢI TẬP Tự LUYỆN 


Bài 1 -ỊThỉ thử chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa làn 2 năm 2017] 

Cho hai số phức z l - 1 + /, z 2 = 2 + 3/ . Tìm số phức w - ( z l ) 2 -Z 2 

A.w = 6 + 4i B. w = 6 — 4/ c. vv = —6 — 4/ D. w = — 6 + 4/ 

Bài 2-ÍThi thử THPT Phan Chu Trinh - Phú Yên lần 1 năm 2017] 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 















Cho số phức z = a+bi .số phức z 1 có phần thực là : 

a ^ —b 


Ả.a + b 


B. 


c. 


a 2 +b 2 a 2 +b 2 

Bài 3 -IThỉ thử nhóm toán Đoàn Trí Dũng lần 1 năm 2017] 


D.a-b 


Bài 3 -rThỉ thử nhóm toán Đoàn Trí Dũng 

Tìm môđun của số phức z = 2 — yf3i — + yfĩi 

u 

VĨÕ3 3VĨÕ3 

A. B. 


là: 


c. 


57ĨÕ3 


D. Đáp án khác 


2 2^2 

Bài 4 -ỊThỉ thử chuyên Khoa học tự nhiên lần 3 năm 2017] 

Cho số phức z = (l + í) +(l + ỉ) +... + (l + ỉ) . Phần thực của số phức z là: 

A.-2 11 B.-2“ + 2 C.-2 11 -2 D. 2 11 

Bài 5 -ỊThỉ thử chuyên Khoa học tự nhiên lần 3 năm 2017] 

Cho số phức z = 2-3i . Phần ảo của số phức w = (l + i)z-(2-i)z là: 

A.-9Í B.-9 T C.-5 D. -5 i 

Bài 6 -rĐề thi Đại học -Cao đẳng khối A năm 2009] 

Cho số phức z = a + bi thỏa mãn điều kiện (2-3i) z + (4 + i) z = — (1 + 3/) 2 . TìmP = 2a + b A.3 

B.-l C.l ^ D. Đáp án khác 

Bài 7 -ỊThỉ thử chuyên Lam Son - Thanh Hóa làn 2] 

Cho số phức z = a + bi thỏa mãn điều kiện (2-3ỉ)z + (4 + ỉ)z =-(1 + 3/) 2 . TìmP = 2a + b A.3 

B. -1 C. 1 D. Đáp án khác 


LỜI GIẢI BÀI TẬP Tự LUYỆN 

_I_I_•_ 


Bài 1 -ÍThi thử chuyên Lam Son - Thanh Hóa lân 2 năm 2017] 

Cho hai số phức z 1 - 1 + i, z 2 = 2 + 3i . Tìm số phức w - ( z l ) 2 .z 2 

A.w = 6 + 4i B. H’ = 6 — 4/ c. vv = —6 — 4; D. w = — 6 + 4ỉ 

GIẢI 

Sử dụng máy tính Casio với chức năng MODE 2 (CMPLX) 

0(3I]ffl@O(i3®0lÌl(+][3]lĩ!0(=) 

CMPLK s Mĩ 

a+i) 2 x(2+3i) 


Hath À 


-6+4i 

Vậy w = — 6+ 4/ ta chọn D là đáp án chính xác 

Bẩí 2 -ỊThỉ thử THPT Phan Chu Trinh - Phú Yên lần 1 năm 2017] 

Cho số phức z = a + bỉ .số phức z~ l có phần thực là : 

A.a + b B C.-^- 5 T D.a-b 

a 2 +b 2 a 2 +b 2 

GIẢI 

Vì đề bài mang tính chất tổng quát nên ta phải cá biệt hóa, ta chọn a - ỉ;b - ỉ.25. 
Với Z _1 = — Sử dụng máy tính Casio 

(SI □□ ® □□ [+] □□ CZD em C1D (ỆNÕ) [=] 

CMPLX 0 Hstth À 

ỊỆ-ỊỌ, 

41 41 1 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 



























Ta thấy phần thực số phức z 1 là : ^ đây là 1 giá trị dương. Vì ta chọn b>a> 0 nên ta thấy ngay 
đáp số c và D sai. 

^ , 9 16 „ ^ x 

Thử đáp sôAcó a + b = 1 +1.25 = ^ — vậy đáp sô A cũng sai 

Bài 3 -ÍThi thử nhóm toán Đoàn Trí Dũng lần 1 năm 2017] 


Đáp án chính xác là B 


Bài 3 -ÍThi thử nhóm toán Đoàn Trí Dũng 

Ị- ( \ l~ 

Tìm môđun của số phức z = 2 - \Ỉ3i — + \Ỉ3i 

u 

VĨÕ3 3VĨÕ3 

A. B. - 

2 2 

Tính số phức z = 2 — \Ỉ3i -ị- + V3/ 


là: 


c. 

GIẢI 


5VĨÕ3 


D. Đáp án khác 


d] 0 GU [3] (£> (ĩi ỊỌ g) (T| (ị) [2] (g> E] (VỄ) [3 ® @ CD (U 

^ CMPLX^ ^0 Math A 

5-ặĩ 

Vậy z = 5--^-/ 

Dùng lệnh SHIFT HYP tính Môđun của số phức z ta được 

ÍSÍÌTÌ ỊìiỹpỊ ÍTỊ R (Mì ívĩì ỊTỊ (▼) in C^) ÍẼNÕI [=1 


CMPLH 


5-^i 

VĨÕ3 


HỉLth À 


7103" 


Vậy z = 


Đáp số chính xác là A 


Bài 4 -ÍThi thử chuyên Khoa học tự nhiên lần 3 năm 2017] 

Cho số phức z = (1 + /) 2 +(l + /) 3 +... + (l + /) 22 . Phần thực của số phức z là: 

A.-2 11 B.-2“ + 2 C.-2 11 -2 D. 2 11 

GIẢI 

Dãy số trên là một cấp số nhân với t/j=(l + /) 2 ,sốsốhạng là 21 và công bội là 1 + ị . Thu gọn z ta được 

:z=ỉ/i=£=(i+i) í . 1_(1+i) 


21 


ỉ — (Ị 1 — (1 + / ) 

Sử dụng máy tính Casio tính z 

ỊDEffllệ](I]®(3®(I]0[I][I][BI|ệ)(I](Z)[I][I](3)(Jll0[I][I](±] 
ẼNÕ) CT] (=] 


CMPLK 0 Mstth i 


-2050-20401 

Vậy z =-2050-2048/ 

=> Phần ảo số phức z là-2050 = -2 n -2 => Đáp số chính xác là c 

Bài 5 -ÍThi thử chuyên Khoa học tự nhiên lần 3 năm 2017] 

Cho số phức z = 2-3/ . Phần ảo của số phức w = (l + /)z-(2-/)z là: 
A.-9/ B.-9 C.-5 D. -51 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 
























GIẢI 


Dãy số trên là một cấp số nhân với í/j=(l + /) 2 ,sốsốhạng là 21 và công bội là 1 + / . Thu gọn z ta được 

1-q l-(l + i) 

Sử dụng máy tính Casio tính z 

(ẼNG) QKU 

CMPLK 0 MỉLth À 

a+n2xl f^M > 

-2050-2048Ĩ 

Vậy z =-2050-2048/ 

=> Phần ảo số phức z là —2048 = -2 11 => Đáp số chính xác là A 

Bài 6 -rĐề thi Đại học -Cao đẳng khối A năm 2009] 

Cho số phức z = a + bi thỏa mãn điều kiện (2-3/)z + (4 + /)z = -(1 + 3/) 2 .TìmP = 2a + b A.3 

B.-l c.l D. Đáp án khác 

GIẢI 

Phương trình <=> (2-3/)z + (4 + /)z + (l + 3/) 2 =0 
Nhập vế trái vào máy tính Casio và CALC với X = 1000 + 100/ 

È [§] 0 ® @ BB ỊX) E) CD ® 00 @ ỊXỊ íshỊftìjti m ÍÃĨPHÃÌ m m (+1 m m 

[+ií3i[ẼNGìmí^ìícÃLcimrõirõirõi[+imrõirõiíẼNGìí=i 


CMPL! 1 ! 


Hath À 


C2-3ỉ))í+C4+ỉ)Coi> 


6392-21941 

, . _ Í6392 = 6.1000 + 4.100-8 = 6a + 4/>-8 

Vậy vế trái = 6392-2194/ với ị n ” Z , _ _, , 

[2194 = 2.1000 + 2.100-6 = 2ữ + 2/>-6 

í 6ữ + 4Z? — 8 — 0 

■ Để vế trái = 0 thì 1 _ <=>a = -2;/? = 5 

[2a + 2/> - 6 = 0 

Vậy z = —2 + 5/ => p = 2a + b = 1 =>Đáp số chính xác là c 

Bài 7 -|Thỉ thử chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa lần 2] 

Cho số phức z = a + bi thỏa mãn điều kiện (2-3/)z + (4 + /)z =-(1 + 3/) 2 . TìmP = 2a + b A.3 

B.-l c.l D. Đáp án khác 

GIẢI 

■ Phương trình <=> (2-3/)z + (4 + /)z + (l + 3/) 2 =0 

■ Nhập vế trái vào máy tính Casio và CALC với X = 1000 + 100/ 

È [§] 0 ® @ BB s s ® E) @ QỊ B_g3 (TỊ ÍÃĨPHÃÌ m m (+1 m m 

[+ií3i[ẼNGìmí^ìícÃLcimrõirõirõi[+imrõirõi[ẼNGìí=i 

CMPLX 0 HỉLth À 

C2-3i)X+C4+i)Co> 


6392-21941 


Vậy vế trái =6392-2194/ với 


Í6392 = 6.1000 + 4.100-8 = 6a + 4b-S 

[2194 = 2.1000 + 2.100-6 = 2a + 2b-6 


TOANMATH.com 


Tác giả: Trần Bá Hưng 








PHƯƠNG PHÁP CASIO - VINACAL 

BIẾU DIỄN HÌNH HỌC CỦA sô PHỨC 


I) KIÉN THỨC NẺN TẢNG 


1. Các khái niệm thường gặp 

■ Hệ trục thực ảo gồm có 2 trục vuông góc với nhau : Trục nằm ngang là trục thực, trục đứng dọc là 
trục ảo 

■ Số phực z = a + bi khi biểu diễn trên hệ trục thực ảo là điểm M ( a\b ) 

■ Môđun của số phức z = a + bi là độ lớn của vecto OM 

2. Lệnh Caso 

■ Để xử lý số phức ta sử dụng lệnh tính số phức MODE 2 

■ Lệnh giải phương trình bậc hai MODE 5 3 

■ Lệnh giải phương trình bậc ba MODE 5 4 


HD vĩ dụ minh họa 


VDl-rCâu 31 Đề minh họa THPT Quốc Gia lần 1 năm 2017] 

Cho số phức z thỏa mãn (l + i) z = 3 - ỉ . Hỏi điểm biểu diễn số 
phức z là điểm nào trong các điểm M,N,P,Q 
A.điểm p B.điểm Q c.điểm M D.điểm N 

GIẢI 

> Cô lập Z-~ -7 

ỉ + i 

sử dụng máy tính Casio trong môi trường CMPLX để tìm z 

ÍMÕDẼI Í2| ÍMÌ Í3l [—1ÍẼNGÌ (▼) rn [+1ÍẼNÕ1 [=1 

CMPLX E Màth A 

3—i 

1+i 


y 


N 


M 



o 




p 


Q 


1-21 

=>z = 1 — 2/ và điểm biểu diễn z trong hệ trục thực ảo có tọa độ (l;—2) . Điểm có thực dương và 

ảo âm sẽ nằm ở góc phần tư thứ IV 
=> Điểm phải tìm là Q và đáp án chính xác là B 
VD2-[Thi thử trung tâm Diệu Hiền - cần thơ lần 1 năm 2017] 

Điểm biểu diễn số phức z = 7 + bi với be R, nằm trên đường thẳng có phương trình là : 

Ả.x = 7 B ,y = x C.y = x+7 D. y = 7 

GIẢI 

> Điểm biểu diễn số phức z = 7 + bi là điểm M có tọa độ M (7',b) 

Ta biết điểm M thuộc đường thẳng d nếu tọa độ điểm M thỏa mãn phương trình đường thẳng 
d 

> Thử đáp án A ta có X - 7 <=> l.x + 0.y-7 = 0 . Thế tọa độ điểm M vào ta được : 

1.7 +Oi? —7 = 0 (đúng) 

Vậy điểm M thuộc đường thẳng X = 1 => Đáp án A là chính xác 

VD3-[Thi thử Group Nhóm toán - Facebook lần 5 năm 2017] 

Các điểm M,N,P lần lượt là điểm biểu diễn cho các số phức 

z ì = 7 ^-; z 2 =(l-ỉ)(l + 2ỉ) ;z 3 =-l + 2í 
i-ỉ 

A. Tam giác vuông B.Tam giác cân C.Tam giác vuông cân D.Tam giác đều 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 



















GIẢI 


> 


> 


Rút gọn z í bằng Casio 

® o Ểnộ) <® (ẼNỘ) (HI □□ [=] 

CMPLX E Hs.th À 

2—2i 

Ta được z l =2-2i vậy điểm M(2;-2) 

Rút gọn z 2 bằng Casio 

CD □□ B (ẽng) DU CO □□ (+] mu (ẼNỘ] 

CMPLK 0 

(1-1X1+21) 


mt=] 


HỉLth À 


3+i 

Ta được z 2 =3 + ỉ’ vậy điểm jV(3;1) 

Tương tự z 2 - —1 + 2i và điểm p{— 1;2) 

Để phát hiện tính chất của tam giác MM 5 ta nên biểu diễn 3 điểm M,N,P trên hệ trục tọa độ 







0 












A 























p 

















N 








á 

ầ. M 

1 





_ 

5 




1 

r % 




ỉ 


















1 













-A 








-A — 

Dễ thấy tam giác MNP vuông cân tại p => đáp án c chính xác 

VD4-[Thi thử báo Toán học Tuổi trẻ lần 4 năm 2017] 

Trong mặt phang Oxy , gọi các điểm M , N lần lượt là điểm biểu diễn số phức Zj = 1 - i, z 2 = 3 + 2ỉ 

Gọi G là trọng tâm tam giác OMN , với o là gốc tọa độ. Hỏi G là điểm biểu diễn của số phức 
nào sau đây. 


A.5-Ỉ 


B. 4 + i 


4 1. 

c. “+~ỉ 

3 3 


> Điểm M biểu diễn số phức z l = l-i 
Điểm N biểu diễn số phức z 2 -3 + 2ỉ 
Gốc tọa độ O(0;0) 


_ 1 . 

D. 2+ —ỉ 
2 

GIẢI 

tọa độ M (l; — 1 ) 
=> tọa độ N(3;2) 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 


































> Tọa độ điểm G 


f x M+ x N+ x o .yM + y N + yo} 


M.r 

l 3 3 ) 


v3% 


4 1 


Vậy G là điểm biểu diễn của số phức — + — i =>c là đáp án chính xác 

3 3 

VD5-[Thi thử THPT Hàm Rồng - Thanh Hóa lần 1 năm 2017] 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , gọi M là điểm biểu diễn số phức z = 3 - 4Ỉ , điểm M ' là điểm biểu 

diễn số phức z' - —— z . Tính diện tích ÁOMM ' 

2 


A.c =^. 

^ J A OMM' z 


R c . = 25 r .c = . J1 

D - J A OMM' — 2 OMM' - 4 V-^AOMM' 2 


GIẢI 

> Điểm M biểu diễn số phức z l -3 — 4i=> tọa độ M (3;—4) 


Điểm M ' biểu diễn số phức z' = 


ỉ + i 


tọa độ N 


7 1 


® □□ (+] ÌNÕ) em [X] (TD [311B cs ẼNG) DD [=] 

CMPLK 0 Mstth À 

¥*(34i) 

ỉ-4i 

2 2 1 

Gốc tọa độ ỡ(0;0) 

Để tínhdiện tích tam giác OMM ' ta ứng dụng tích có hướng của 2 vecto trong không gian. Ta thêm 
cao độ 0 cho tọa độ mỗi điểm Ữ,M ,M ' là xong 

ÕM( 3;-4;0) , => s =ị|[ÕÃf;ỠÃT , ]| 

\ 2 2 y 2 

Tính |[ÕM;ÕÃT']| 

© 00 |@ © 00000 dKUS 

ITIÍT1 (TI 1=1 ITI 1=1 ỊÃcl íshìftỊ ITIITI íshìftỊ ITI [71ÍSHÌFTÌ (TI |T| 1=1 

VCT 0 

VctA-VctB 


12.5 

Vậy |[ÕM;ÕÃT']| = 12.5 = y => s^. = ị|[ỠM;ÕM']| = y 
=^> A là đáp án chính xác 

VD6-[Đề thi minh họa bộ GD-ĐT lần 2 năm 2017] 

Kí hiệu z 0 là nghiệm phức có phần ảo dương của phương trình 4z - 16z + 17 = 0 . Trên mặt phang 


tọa độ, điểm nào dưới đây là điểm biểu diễn số phức w = iz 0 



ÍI; 2 Ì 


Í-Ị 2 I 


Í-V 


(1 A 

a.m 

B.M 

c. 

D.M 

-;1 




2 J 


4 J 


u J 


GIẢI 


> Sử dụng lệnh giải phương trình bậc hai MODE 5 3 để giải phương trình 4z 2 — 16z + 17 = 0 

iMõDẼif5]f3]f4ìf=iRinr6if=imr7]f=if=if=i 

0 MstthTT 

Xi= 


2+4i 
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MỉLthTÌ 


X2= 


2-ịi 


, .. 1 . 1 

Vậy phương trình 4z —16z + 17 = 0 có hai nghiệm z = 2 + — i và z - 2 — — ỉ 

2 2 

Để z 0 có phần ảo dương => z = 2--^-/ . Tính w— z 0 i 

101 \J} ỊT| (T| E) (h) d] ® [ 2 ] (S> (ẼNÕ) co (§1 (D 

CMPLX 0 HỉLth À 

(2 + ịiji 


', 2i 

Vậy phương trình w = - -7 + 2/ => Điểm biểu diễn số phức w là M 

2 

=> B là đáp án chính xác 




II) BÀI TẬP Tự LUYỆN 


Bài 1 -rThỉ thử chuyên Khoa học tự nhiên lân 2 năm 2017] 

Cho số phức z = 2 + i . Hãy xác định điểm biểu diễn hình học của số phức w = (1 - ỉ) z 

A.Điểm M B.Điểm N 
C.Điểm p D. Điểm Q 
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k ấ 
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ì ^ 
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1 rv 
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Bài 2 -ỊThỉ thử íacebook nhóm toán lần 5 năm 2017] 

Cho số phức z thỏa mãn (2-ỉ)z = 4z + 5 . Hỏi điểm biểu diễn của z là điểm nào trong các điểm 
M ,N,P,Q ở hình bên . 

A.Điểm N B.Điểm p 
C.Điểm M D. Điểm Q 





2 







M 

ĩ 

fc 



]> 

r 





i 

«. J 

k 







p 1 






í 
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p 
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Bài 3 -ÍThi thử báo Toán học tuôi trẻ lân 4 năm 2017] 

Trên mặt phẳng tọa độ các điểm A,B, c lần lượt là điểm biểu diễn của số phức 


2.4’ 
- + ị 
5 5 


(l-i)(l + 2i), -2i 3 Khi đó tam giác ABC 

A.Vuông tại c B.Vuông tại A C.Vuông cân tại B D. Tam giác đều 

Bài 4 -Các điểm A,B,C, A\ B',C' trong mặt phẳng phức theo thứ tự biểu diễn các số : 

1 — ỉ,2 + 3i,3 + i và 

3 i, 3-2 i ,3 + 2 i có G,G' lần lượt là trọng tâm tam giác ABC và A'B'C'. Khẳng định nào sau đây 
đúng 

A.G trùng ơ' B. Vecto GG' = (l;-l) 

C.GẢ = 3 GÃ' D. Tứ giác GAG ' B lập thành một hình bình hành 


LỜI GIẢI BÀI TẬP Tự LUYỆN 


Bài l -ÍThi thử chuyên Khoa học tự nhiên lân 2 năm 2017] 

Cho số phức z = 2 + i . Hãy xác định điểm biểu diễn hình học của số phức w = (\—i)z 

A.Điểm M B.Điểm N 
C.Điểm p D. Điểm Q 


GIẢI 
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Tính số phức w = (ỉ-i)z bằng máy tính Casio 

CD □□ (=] (ẽng) DU CO em (+] (ẽng) CTD [=] 

CMPLK 0 

a-ỉK2+ỉ) 


Hstth À 


3-i 

Vậy tọa độ của điểm thỏa mãn số phức XV là (3;-l) . Đây là tọa độ điểm Q 
=> Đáp số chính xác là D 

Bài 2 -rThỉ thử facebook nhóm toán lần 5 năm 2017] 

Cho số phức z thỏa mãn (2-/) - = 4z + 5 . Hỏi điểm biểu diễn của z là điểm nào trong các điểm 
M ,N,P,Q ở hình bên . 

A.Điểm N B.Điểm p 
C.Điểm M D. Điểm Q 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 













































■ Tìm số phức z = ——— 
2 + i 


EE)(E)[I](£)(I]E)(§1(=) 

CMPLX E Math Ả 

-5 

2+i 


-2+i 

Vậy tọa độ của điểm thỏa mãn số phức z là (-2;l). Đây là tọa độ điểm M 
=> Đáp số chính xác là c 

Bài 3 -ÍThi thử báo Toán học tuổi trẻ lần 4 năm 2017] 

Trên mặt phang tọa độ các điểm A, B, c lần lượt là điểm biểu diễn của số phức 

(l-/)(l + 2/), -2/ 3 Khi đó tam giác ABC 

A.Vuông tại c B.Vuông tại A C.Vuông cân tại B D. Tam giác đều 

GIẢI 


■ Rút gọn ——— ~Ị~ được —2 — 4/ vậy tọa độ điểm A(— 2;—4) 

- - - ì 

5 5 

rẵ~ì Í4~l (▼) f~1 ÍW1 í~2~| (▼) (~5~1 (►D [+1 (Wì Í4~l (▼) Í~5~Ị (►D ÍẼNGỊ [=1 

CMPLX E Ms.th A 

4 


-H* 


-2-4i 

Rút gọn (l —/)(l + 2/)được 3 + i vậy tọa độ điểm 5(3;l) 


ỊT]CĨ]E)(ĨÌCIISCIIE)(I](ĨÌCII(=] 

CMPLX E Hs.th ầ, 


3+i 

■ Rút gọn -2/ 3 = -2/./ 2 = 2 i vậy tọa độ điểm c (0; 2) 

■ Để phát hiện tính chất của tam giác ABC ta chỉ cần biểu diễn trên hệ trục tọa độ là thấy ngay 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 
































=> Đáp số chính xác là A 

Bài 4 -Các điểm A,B,C, A\ B',C' trong mặt phang phức theo thứ tự biểu diễn các số : 

1 — i, 2 + 3ỉ, 3 +í và 

3i, 3-2 i, 3 + 2 i có G,G' lần lượt là trọng tâm tam giác ABC và A'B'C'. Khẳng định nào sau đây 
đúng 

A.G trùng G' B. Vecto GG' = (l;-l) 

C.GĂ = 3 GÃ' D. Tứ giác GAG ' B lập thành một hình bình hành 

GIẢI 

■ Ta có tọa độ các đỉnh A(l;—l), B[ 2;3), c(3;l) => Tọa độ trọng tâm ơ(2;l) 

L _ + X B + x c _ 2 

G 3 

' y*+y,+yc =1 

{ 3 

■ Ta có tọa độ các đỉnh A'(0;3), B'( 3;-2), C'(3;2) => Tọa độ trọng tâm ơ(2;l) 

' _ 2 
G 3 

Rõ ràng G = G ' => Đáp số chính xác là A 
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HƯỚNG DẪN SỬ DỤNG MTCT CASIO - VINACAL 

QUỸ TÍCH ĐIỂM BIỂU DIỄN của sô phức 


I) KĨÉN THỨC NẺN TẢNG 


1. Mẹo giải nhanh 

■ Bài toán quỹ tích luôn đi lên từ định nghĩa. Ta luôn đặt z = x+yi , biểu diễn số phức theo yêu cầu 
đề bài, từ đó khử / và thu về một hệ thức mới: 

■ Nếu hệ thức có dạng Ax + By + C = 0 thì tập hợp điểm là đường thẳng 

■ Nếu hệ thức có dạng (x — a) 2 +(y — b) 2 = R 2 thì tập hợp điểm là đường tròn tâm l(a;b) bán 
kính R 

2 2 

X y _ 

■ Nếu hệ thức có dạng —y + ^ry — 1 thì tập hợp điểm có dạng một Elip 

a b 

2 2 

X y 

■ Nếu hệ thức có dạng 2 _ TT = 1 thì tập hợp điểm là một Hyperbol 

a b 

■ Nếu hệ thức có dạng y = Ax 2 +Bx + C thì tập hợp điểm là một Parabol 


2. Phưong pháp Caso 

■ Tìm điểm đại diện thuộc quỹ tích cho ở đáp án rồi thế ngược vào đề bài, nếu thỏa mãn thì là đúng 


II) ví DỤ MINH HỌA 


VDl-[Thi thử chuvên Khoa học tự nhiên lần 3 năm 20171 

Tập hợp các điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn \z - 2 - /| = 
A.4x-2y+ 1 = 0 B.4x-2y-l = 0 c.4x+2j-l = 

z + 2i 

0D.4x-6y-l = 0 


GIẢI 


❖ Cách Casio 

> Gọi số phức z có dạng z = a + bi . Ta hiểu : điểm M biểu diễn số phức z thì M có tọa độ 
M(a;b) . 

Giả sử đáp án A đúng thì M thuộc đường thẳng 4x — 2y + 1 = 0 thì 4a — 2b + l = 0 


Chọn a = 1 thì b — 


z = 1 + 2.5/ . Số phức z thỏa mãn \z-2-i = 


z + 2i 


thì 


\z-2-i - 


z + 2i 


= 0 


> Sử dụng máy tính Casio để kiểm tra 

ÍSHÌFTÌ ỊhypỊ rn ITI rn [51 ÍẼNGÌ R ỊTỊ R íẽnõk^) r ísíìtì íhỹpim R in rn [51 

@ [2] lộ) (=] 

CMPLK s MỉLth À 


Ta thấy ra một kết quả khác 0 vậy \z — 2 - 


z + 2i 


- 0 là sai và đáp án A sai 


Tương tự với đáp số B chọn a = 1 thì b = 1.5 và z = 1 + 1.5/ 

fsHiFĩì íhỹpỊ [ĩlíBmẼKE^ISCaS^KBB @ @ C3D 0 CD GD CE) 
lộ) 03 d] lộ) {=} 

CMPLK s MỉLth A 


Ũ 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 














> 

> 


Ta thấy kết quả ra 0 vậy \z -2-ỉ'l 


z + 2i 


= 0 là đúng và đáp án chính xác là B 


Cách mẹo 

Đặt z = x+yi (ta luôn đi lên từ định nghĩa) 


Thế vào \z — 2 — ỉ\ = 


z + 2i 


ta được 


|(x-2) + (_y-l)ỉj = ịx 2 + (-y+ 2)i 


^ a/(-X _ 2) 2 + (;y-l) --Jx 2 + (-y + 2) 
^ (x-2) 2 +(y-l) 2 =x 2 +(-y + 2) 2 


<=> X 2 - 4x + 4 + _y 2 - 2j +1 = X 2 + y 2 - 4y + 4 
o4i-2y-l = 0 

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là đường thẳng 4x-2y-ỉ - 0 
=> đáp án B là chính xác 

❖ Bình luận 

> Trong dạng toán này ta nên ưu tiên dùng mẹo vì tính nhanh gọn của nó 

> Nhắc lại một lần nữa, luôn đặt z = x+yi rồi biến đổi theo đề bài 

VD2-[Thi thử sở GD-ĐT Hà Tĩnh lần 1 năm 2017] 

Cho số phức z thỏa mãn |2 + z\ = |l —ỉ‘| . Chọn phát biểu đúng 

A. Tập họp điểm biểu diễn số phức z là một đường thẳng 

B. Tập hợp điểm biểu diễn số phức z là một đường Parabol 

C. Tập họp điểm biểu diễn số phức z là một đường tròn 

D. Tập họp điểm biểu diễn số phức z là một đường Elip 

GIAI 


❖ Cách mẹo 

> Đặt z = X + yỉ. 

> Thế vào |2 + z| = |l-/| ta được 
|x + 2 + y/| = |l-/| 


\Ị{x + 2 ) 2 + T 2 --Jl 2 +(-l) 

<=>(x + 2) +y 2 =ị\Ỉ2^ 

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn tâm /(— 2;0) bán kính R = \l2 
Vậy đáp án c là chính xác 

VD3-rĐề thi minh họa của bộ GD-ĐT lần 1 năm 2017] 

Cho các số phức z thỏa mãn |z| = 4 . Biết rằng tập họp các điểm biểu diễn các số phức 

w = (3 + 4/) z + i là một đường tròn. Tính bán kính r của đường tròn đó. 

A. r = 4 B. r = 5 C.r = 20D.r = 22 

GIẢI 

❖ Cách Casio 

> Để xây dựng 1 đường tròn ta cần 3 điểm biểu diễn của w , vì z sẽ sinh ra w nên đầu tiên ta sẽ 
chọn 3 giá trị đại diện của z thỏa mãn |z| = 4 

> Chọnz = 4 + 0/ (thỏa mãn |z| = 4 ). Tính Wị =(3 + 4/)(4 + 0ỉ') + ị 

CD o (+] ® (ỆNÕ) ôn E) O [+] (ỆNÕ) (=] 

CMPL! 1 ! s MỉLth À 

C3+4i)x4+i 


12+171 
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Ta có điểm biểu diễn của z l là M(l2;17) 

> Chọnz = 4/ (thỏa mãn |z| = 4 ). Tính w 2 = (3 + 4/)(4í) + / 

ỊT|(3](+)CĨ]Ìệ)CI](x)ỊT|ỊĩlE)Ìệ)(=) 

CMPLX E Hs.th À 

-16+131 

Ta có điểm biểu diễn của z 2 là yv(-16;13) 

> Chọn z = — 4i (thỏa mãn \z\ = 4 ). Tính w 3 = (3 + 4i)(—4ỉ) + ị 

m[3E)®@[i)mE)(i](ĩi[i)E)(ĩi(=) 

CMPLX E Hs.th À 

C3+4i)C-4ỉ)+ỉ 

16-111 

Ta có điểm biểu diễn của z 3 là p(l6;-ll) 

Vậy ta có 3 điểm M,N,P thuộc đường tròn biểu diễn số phức w 

> Đường tròn này sẽ có dạng tổng quát X 2 + y 2 + ax + by + c - 0 .Để tìm a,b,c ta sử dụng máy 
tính Casio với chức năng MODE 5 3 

> S@J]Ũ]@Ẽ]Ũ]0i)G]J]0E@i0E]@ii)00 
[6](=)(T)[3](=)H@E)CĨ)[I]®E)[D(3](i!l(=)ỊT)(6](=)E)CĨ)CĨ) 
(=] co {=} 0 □□ d] ® 0 co CO (£] {=} [ặ] 

0 MstthT 0 MstthTÌ 

x= v= 

0 -2 

0 Hstth À 

z= 


-399 

Vậy phương trình đường tròn có dạng X 2 + / - 2_y - 399 = 0 o X 2 + (y - 1) 2 = 20 2 

Bán kính đường tròn tập hợp điểm biểu diễn số phức w là 20 => Đáp án chính xác là c 

❖ Cách mẹo 

> Đề bài yêu cầu tìm tập hợp các điểm biểu diễn số phức w vậy ta đặt w = x+yi . 

' , . . w-i x + (y-l)í' 

> Thê vào w = (3 + 4z')z + / o z =-r —— = — , — . Tiếp tục rút gọn ta được 

v ’ 3 + 4 i 3 + 4 ỉ 

[x + (y-l)ỉ'](3-4ỉ) 3x + 4y-4 + [-4x + 3y-3)i 
(3+ 4/) (3-4/) = 25 

I I . I |2 ^ _ Í3x + 4y-4Ỵ í-4x + 3y-3Ỵ 1/r 

\ z \ = 4<^\z\ =Ỉ6<=> -—- + -—- = 16 


25 


25 


. 25x 2 +25y 2 + 25-50y _ 

<=>--f-7-— = 16 

25 2 

<=> x 2 + _y 2 -2y = 399 
4=>x 2 + (y-l) 2 =20 2 

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn số phức w là đường tròn bán kính r = 20 
=> đáp án c là chính xác 

Bình luận 
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> Chức năng MODE 5 2 để tìm phương trình đường tròn được giải thích như sau : 

Đường tròn có dạng X 2 + y 2 +ax + by + c = 0 

Với M thuộc đường tròn thì 12a + Ì1Ò + C = -12 2 -17 2 
Với N thuộc đường tròn thì -Ì6a + \3b + c = — 16 2 -13 2 
Với p thuộc đường tròn thì I6a-llb + c = -l6 2 —ll 2 

\2a + \lb + c — -12 2 -17 2 

Vậy ta lập được hệ phương trình 3 ẩn bậc nhất « -lóa + 13b + c = —16 2 —13 2 

16ữ-llZ> + c = -16 2 -ll 2 

Và ta sử dụng chức năng giải hệ phương trình 3 ấn bậc nhất MODE 5 2 để xử lý 

> Hai cách đều hay và có ưu điểm riêng, tự luận sẽ tiết kiệm thời gian một chút nhưng việc tính toán 
rút gọn dễ nhầm lẫn, còn Casio có vẻ bấm máy nhiều hơn nhưng tuyệt đối không sai. 

VD4-[Thi thử chuyên Khoa học tự nhiên lần 3 năm 2017] 

^ 7 7 ~ , A 9 Z~1 z _ 

Tập hợp các điêm biêu diên các sô phức z thỏa mãn phân thực của ——7 băng 0 là đường tròn tâm 

z-i 

I bán kính R (trừ đi một điểm) 


A .1 
C.I 


r 1 'ĨR- 1 


V 2 2y 

f\ 1 




B. / 


2 ’ 2 


, R = 


1 


>/2 


2 ’ 2 


ì 1 

Đ.I 

f 1 

1) 

1 

, R = - 



, R=- 

J 2 


V 2 ; ' 

" 2 , 

2 


GIẢI 

Cách mẹo 

Đặt z - X + yi. 

TU * , z-ỉ x-l + yi _ (x-l + yi)[x-(y-l)i] 

The vào -—7 ta được- 7 -TTT=r 7 - 7 —nr- 7 - 7 —=r 

z-í x + (y-l)ỉ' [x + (y-l)ỉj[x-(y-l)ỉ'J 

X 2 -x + y 2 — y + xyi — (x—i)(y—í)i 
= x 2 +(y-l ) 2 

z — 1 

Để phần thực của —— 7 bằng 0 thì x 2 -x+y 2 -y = 0<=> 


> 

> 


z-l 


( lì 

2 

( n 

X- — 

+ 


V 2j 


l 2) 


1 

2 


Vậy tập hợp điểm cần tìm là đường tròn tâm I 


IĨI) BÀI TẬP Tự LUYỆN 


2 ’ 2 


1 


bán kính R = —ĩ= => đáp án B là chính xác 

V2 


Bài 1 -ÍThi thử chuyên Khoa học tự nhiên lần 2 năm 2017] 

Cho các số phức z thỏa mãn \z +1 - ỉ'| = \z -1 + 2i\ . Tập hợp các điểm biểu diễn số phức z trên mặt 

phang tọa độ là một đường thẳng. Viết phương trình đường thẳng đó. 

A.4x + 6y-3 = 0 B.4x-6y-3 = 0 C.4x + 6y + 3 = 0 D.4x-6y + 3 = 0 

Bài 2 -ỊThỉ thử THPT Triệu Sơn - Thanh Hóa lần 1 năm 2017] 


z - 3 + 4ỉ 


là phương trình có dạng 


c. X 2 + y = 25 


Tập hợp các điểm M biểu diễn số phức z ■ \z\ = 

A.6x + 8y-25 = 0 B.3x + 4y-3 = 0 
D.(x-3) 2 +(y-4) 2 = 25 

Bài 3 -ỊThỉ thử THPT Nguyễn Đình Chiểu - Bình Định lần 1 năm 2017] 

Cho các số phức z thỏa mãn \z\ = 2 . Biết rằng tập họp các điểm biểu diễn các số phức 

w = 3 - 2ỉ + (2 - i) z là một đường tròn. Tính bán kính r của đường tròn đó. 

A. r = 20 B. r = V 20 C.r = VỸ D.r = 7 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 





































Bài 4 -ÍThi thử THPT Hàm Rồng - Thanh Hóa lần 1 năm 2017] 

Trong mặt phẳng Oxy , tìm tập họp điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn |z-l| = |(l + ỉ')z| 

A.Tập họp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn tâm 7 (2;—l), bán kính R = yỉĩ 

A.Tập họp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn tâm 7(1; 0), bán kính R - yỈ3 

A.Tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn tâm 7 (0;-l), bán kính R = \Ỉ3 

A.Tập họp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn tâm 7 (0;-l), bán kính R = yỉĩ 

Bài 5 -ÍThi thử THPT Quảng Xương I - Thanh Hóa lần 1 năm 2017] 

Tập họp điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn |z| 2 = z 2 là : 

A.Cả mặt phẳng B.Đường thẳng C.MỘt điểm D.Hai đường thẳng 

Bài 6 -Tâp họp điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn 2|z — 1| = |z-z + 2ỉ' là một Parabol có dạng: 

ỵ 2 

Ả.ỵ- 3x 2 - 6x + 2 B .y = X- — x 


„ X 9 1 

c. y — —— — 4 D. y = X 2 + 2x + - J 
3 3 


LỜĨ GIẢĨ BẰĨ TẬP Tự LUYỆN 


Bài 1 -rThỉ thử chuyên Khoa học tự nhiên lân 2 năm 2017] 

Cho các số phức z thỏa mãn \z + 1 - ỉ'| = \z - 1 + 2i\ . Tập họp các điểm biểu diễn số phức z trên mặt 

phang tọa độ là một đường thẳng. Viết phương trình đường thẳng đó. 

A.4x + 6y-3 = 0 B.4x-6y-3 = 0 C.4x + 6y + 3 = 0 D.4x-6y + 3 = 0 

GIẢI 

❖ Cách 1: Casio 

Giả sử đáp án A đúng, điểm biểu diễn số phức z — x+ yi thuộc đường thẳng 4x + 6y — 3 = 0 

Chọn X = 1 thì y = --- và số phức Z = l—Ậi ■ 

6 6 

Xét hiệu |z + l-ỉ'|-|z-l + 2/|. Nếu hiệu trên =0 thì đáp án A đúng. Để làm việc này ta sử dụng máy tính 

ÍSÍÌTÌ ỊìiỹpỊ m R (Mì (TỊ (▼) í~6~ì C^) ÍẼNGÌ [+1 rn R ÍẼNÕ1 (^) R ÍSÍÌTÌ Ịìiỹ pỊ m R (Mì (TỊ (▼) 

H]0(ĩnộ)B|TỊE][I](Ĩ1(=] 

CMPLK s _ Mstth Ả 

I l-ii+1-i 

-11+VĨ93 


Hiệu trên khác 0 vậy đáp án A sai 

Thử với đáp án B. Chon X = 1 thì y = ^7 và số phức X = 1 + ^í . Xét hiệu : 

ỊshỊftỊ ® IH1®®® (DE)(TlE)ỊĨÌ(g)E) B Ịhỹ§ ỊT| (+) ® (TI (S> 

[ẽ](g)(ĩl(E)(I]E)[I](ĩl(=] 


CMPLK 


Hath Ả 


l+ii+l-i "11+-^ 


0 

Vậy hiệu |z + l —ỉ'| —|z —l + 2ỉ'| = 0 |z + l-/| = |z— l + 2ỉ'| ^>Đáp án chính xác là B 

❖ Cách 2: Tự luận 

Vì đề bài yêu cầu tìm tập hợp điểm biểu diễn số phức z nên ta đặt z — x+ yi 
Theo đề bài |z + l — i| = \z —1 + 2/| |x + l + (y — l)ỉj = |x-l + (y + 2)ỉj 

^(x + l) 2 + (y-l) 2 =(x-l) 2 + (y + 2) 2 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 



















X 2 + 2x + ỉ + y 2 —2y + ỉ = X 2 —2x + ỉ + y 2 +4y + 4 
<=> 4x - 6y - 3 = 0 .Vậy đáp án chính xác là B 

Bài 2 -ÍThi thử THPT Triệu Sơn - Thanh Hóa lần 1 năm 2017] 


Tập hợp các điểm M biểu diễn số phức 


\z\ - 


z - 3 + 4/ 


là phương trình có dạng 


A.6x + 8y-25 = 0 B.3x + 4y-3 = 0 

V 2 . / . \2 


D.(x-3) +(y-4) =25 
Đặt số phức z — x+yi . 


Ta có : z = 


z 3 + 4/ 


c. X 2 + y = 25 
GIẢI 

<=> |x+ yi\ = |x-3 + (4 - y)/| <=> X 2 + y 2 = (x-3) 2 + (4 — y) 2 


<=> X 2 + y 2 — X 2 — 6x + 9 + y 2 — 8y +16 <=> 6x + 8y — 25 — 0 

Vậy tập hợp các điểm M biểu diễn số phức z là đường thẳng 6x + 8y - 25 = 0 

=> Đáp án chính xác là A 

Bài 3 -ÍThi thử THPT Nguyễn Đình Chiểu - Bình Định lần 1 năm 2017] 

Cho các số phức z thỏa mãn \z\ = 2 . Biết rằng tập họp các điểm biểu diễn các số phức 


vv = 3 - 2/ + (2 - /) z là một đường tròn. Tính bán kính r của đường tròn đó. 

A.r = 20 B. r = V 20 C.r = V7 D.r = 7 

GIẢI 

❖ Cách 1: Casio 

Chọn số phức z = 2 thỏa mãn |z| = 2 vậy Wj =3-2ỉ + (2-ỉ).2 = 7-4/ . Ta có điểm biểu diễn của W 1 là 
M(7;-4) 

Chọn số phức z = — 2 thỏa mãn |z| = 2 vậy w 2 = 3 —2/ + (2 —/).(— 2 ) = —1 + 0/ . Ta có điểm biểu diễn số 
phức w 2 là N(— 1;0) 


Chọn số phức z = 2/ thỏa mãn |z| = 2 vậy w 3 = 3 —2/ + (2 —/).(2/) = 5 + 2/ . Ta có điểm biểu diễn số 
phức w 3 là p(5; 2 ) 

[3D (=] em (ỆNặ) [+] CXD em B iNệ) DD [X] em (ẼNỘ) [=] 

CMPLX E Math A 

3-2i+C2-i)í<2i 


5+2i 

sử dụng máy tính tìm phương trình đường tròn di qua 3 điểm M,N,P 

P®j]0i)g0j]0j00@0s@j]g0 (=) H] (=) ỊTỊ 
(=)E)[I]®(=)[I](=)CI](=)CI](=)E)CI](^ỊE)CI](^Ị(=)(=) 

s HathT 0 HathTA 

x= Y= 


-6 4 

s Mã.th A 


-7 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là X 2 + y 2 - 6x + 4y - 7 = 0 <=> (x-3) 2 + (y + 2) 2 = Ị V 20 j sẽ 

có bán kí nh là r = V 20 
=> Đáp án chính xác là B 

❖ Cách 2: Tự luận 
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Vì đề bài yêu cầu tìm tập hợp điểm biểu diễn số phức w nên ta đặt w = x+ yi 
Theo đề bài w = 3 — 2i + (2 — i)z => z = w 3 + ^ 


<=> z = - 


W = J-ZỈ + Ị k Z-/jZ^> z= ---;- 

2 — i 

3 + (y + 2)i \_ x ~ 3 + (t + 2)/J(2 + ỉ) 

2 — i (2 — ỉ ')(2 + ỉ ) 


<=> z = 


2x — y — 8 + (x + 2 > y + l) 


Ta có \z\ — 2 => 


2x - y - 8 


+ 

J V 
2 


X + 2y +1 


= 4 


<=>(2 jc-y-8 ) +(jc + 2y + l) =100 
<=> 5jc 2 + 5y 2 -30x + 20 y + 65 = 100 

$=$ X 2 + y 2 - 6x + Ay = 1 


o(x-3) 2 + (y + 2) 2 =(V2Õ) 2 

Bài 4 -ÍThi thử THPT Hàm Rồng - Thanh Hóa lần 1 năm 2017] 

Trong mặt phẳng Oxy , tìm tập họp điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn \z - 1| = |(l + i ) z 

A.Tập họp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn tâm 1 (2;—1), bán kính R = \[ĩ 

A.Tập họp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn tâm / (l;0), bán kính R = yj 3 

A.Tập họp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn tâm 1 (0;-l), bán kính R = \/3 

A.Tập họp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn tâm I (0;-l), bán kính /? = V2 

GIẢI 

■ Đặt sô phức z = x+yi . 

■ Ta có : |z —1| = |(l + ỉ')z| |jc + yi —1| = |(x+ _yỉ)(l + ỉ')| |x-l+ yỉ\ = |x— y + (x+ y)iị 

**(*-! ) 2 + y 2 =(x-y) 2 + (x + yỶ 


X 2 — 2x +1 + y 2 — X 2 — 2 xy + y 2 + X 2 + 2xy + y 2 

X 2 + y 2 + 2x — 1 — 0 


^(x + ỉ) 2 + y 2 =(yÍ2) 2 


Vậy tập họp các điểm M biểu diễn số phức z là đường tròn tâm /(—1;0), bán kính R = yfĩ 
=> Đáp án chính xác là D 

Bài 5 -ỊThỉ thử THPT Quảng XưOTĩg I - Thanh Hóa lần 1 năm 2017] 

Tập hợp điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn \z\ 2 = z 2 là : 

A.Cả mặt phang B.Đường thẳng C.MỘt điểm D.Hai đường thẳng 

GIẢI 


■ Đặt số phức z - x+ yỉ . 

■ Ta có |z | 2 = z 2 |x+ yi| 2 = (x+ yi) 2 <=> X 2 + y 2 — X 2 + 2xyi + (yi) 2 


2y 2 -2 xyỉ = 0 <=> y (y — xi) <=> 


'y = 0 

y-ix-0 

Vậy tập hợp các điểm M biểu diễn số phức z là hai đường thẳng y = 0 và y-ix-0 
=> Đáp án chính xác là D 

Bài 6 -Tâp họp điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn 2|z-l| = ịz-z + 2i là một Parabol có dạng: 
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ỵ 2 

A.ỵ- 3x 2 -6x + 2B. y = -^--x 


„ JC . _ 9 1 

c. y — —-— 4 D. y = X 2 +2x + -~ 

3 3 

GIẢI 

Đặt số phức z = x+yi . 

Nếu đáp số A đúng thì đúng với mọi z = x+yi thỏa mãn y = 3x 2 - 6x + 2 . 

Chọn một cặp (x; y ) bất kì thỏa y = 3x 2 - 6x + 2 ví dụ A (0; 2) => z = 2/ 

Xét hiệu 21 z — 1| — I z z + 2ĩ‘ 

Í2lMíhỹpỊỊTỊÍẼNGÌR mCR)RMỊhỹpỊỊTỊÍẼNÕ1R mRÍTỊÍẼNGÌm [+1ÍTỊÍẼNGÌ[=1 

CMPLX E Math A 

2l2i-ll-l2i-c-2l> 

-6+2^5 

Vậy 2|z-l|-|z-z + 2i| = -6 + 2>/5 *0 
=> 2|z —l|Uz —z + 2i => Đáp số A sai 

Tương tự với đáp số B chọn z = 1--TỈ . xét hiệu 2|z —1| — |z — z + 2/ 

2 1 1 I 

® @0001)10 s ®(T|0(5)(ĩịl®(I]® 

BLUCI](±]®(|ệ)<x)[I](S)[I](±][I](ĩ§(=] 


=J LU LU I±J iạ m 

CMPLK s MỉLth À 

2|l-ĩ-l|-|l-ị-> 

ũ 


Vậy 2 |z — l|-|z — z + 2i = 0 => 2 |z —1| = |z — z + 2i => Đáp số B chính xác 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 










PHƯƠNG PHÁP CASIO - VINACAL 


cực TRỊ CỦA SÔ PHỨC 


I) KĨÉN THỨC NẺN TẢNG 


1. Bât đăng thức thường gặp 

■ Bất đẳng thức Bunhiacopxki :Cho các sô thực a,b,x,y ta luôn có 

(ax + by ) 2 < (a 2 + b 2 )(x 2 + _y 2 ) . Dấu = xảy ra <=> — = — 

X y 


■ Bất đẳng thức Vectơ : Cho 2 vecto u(x;y) và v(x';y') ta luôn có 

+ y 2 +yjx ' 2 +;y' 2 > -sỊịx — x^) +(ỹ--ỹ) 

Dấu = xảy ra <=>— = — <0 

x' y' 

2. Phương pháp mẹo sử dụng sử tiếp xúc 


— 


— 

u 

+ 

V 


> 


u + v 


■ Dạng 1: Cho số phức z có tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn (c) bán kính R. 
Với mỗi điểm M thuộc đường tròn (c) thì cũng thuộc đường tròn (c) tâm gốc tọa độ bán kính 

OM =yla 2 +bi- 1 . 

+)Để |z| lớn nhất thì OM lớn nhất đạt được khi đường tròn (c) tiếp xúc trong với đường tròn 
(c) và OM =OI + R 

+)Để |z| nhỏ nhất thì OM nhỏ nhất đạt được khi đường tròn (c) tiếp xúc ngoài với đường tròn 
(c) và OM =01-R 



■ Dạng 2 : Cho số phức z có tập hợp các điểm biễu diễn số phức z là đường thẳng (d ) . với mỗi 
điểm M thuộc ( d ) thì cũng thuộc đường tròn (c) 

+)Để |z| nhỏ nhất thì OM nhỏ nhất khi đó OM vuông góc với ( d ) và OM =r/(0;(r/)) 
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■ Dạng 3 : Cho số phức z có tập hợp các điểm biễu diễn số phức z là Elip có đỉnh thuộc trục lớn 
A(a; o) và đỉnh thuộc trục nhỏ B[0;b ) . với mỗi điểm M thuộc ( d ) thì cũng thuộc đường tròn 

(E) 

+)Để |z| lớn nhất thì OM lớn nhất khi đó M trùng với đỉnh thuộc trục lớn và 
max|z| = OM = OA 

+)Để |z| nhỏ nhất thì OM nhỏ nhất khi đó M trùng với đỉnh thuộc trục nhỏ và 
maxld = OM = OB 



2 2 

Dạng 4 : Cho số phức z có tập hợp các điểm biễu diễn số phức z là Hyperbol (//): —— = 1 có 

a b 

hai đỉnh thuộc trục thựcA'(—a;0),A(a;0) thì số phức z có môđun nhỏ nhất nếu điểm biểu diễn 
số phức z này trùng với các đỉnh trên, (môđun lớn nhất không tồn tại) 


111) Ví DỤ MINH HỌA 


ỵm-[Thi thử THPT Vĩnh Chân - Phú Thọ lần 1 năm 2017] 

Trong các số phức z thỏa mãn điều kiện |z - 2 - 4ỉ'| = |z - 2/| . Tìm số phức z có môđun nhỏ nhất. 

A. z = —1 + ỉ’ B. z = —2 + 2/ c. z = 2 + 2i D. z = 3 + 2i 

GIẢI 

❖ Cách Casio 

> Trong các số phức ở đáp án, ta sẽ tiến hành xắp xếp các số phức theo thứ tự môđun tăng dần : 

I—1 + ỉ'| < I—2 + 2ỉ'| = |2+2ỉ'| < |3 + 2ị| 
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> Tiếp theo sẽ tiến hành thử nghiệm từng số phức theo thứ tự môđun tăng dần, số phức nào thỏa 
mãn hệ thức điều kiện |z — 2 —4/| = |z — 2/| đầu tiên thì là đúng 

Với z = —1 + ỉ’ Xét hiệu : |(-l + /)-2-4/|-|(-l + /)-2íj 

ÍSHÌFTÌ Ịhỹpim R ITỊ [+1ÍẼNGÌ m R ỊTỊ R (TI ÍẼNGl (g) R fSHĨFTÌ Ịhỹpl R (TỊ [+1ÍẼNGÌ 

0(1] (§§](=) 

CHPLX 0 HỉLth À 

K-l+in-2-4il : l> 

2J2 

Ra một giá trị khác 0 vậy z = —1 + / không thỏa mãn hệ thức. => Đáp án A sai 

> Tương tự như vậy với z = 2 + 2/ 

ísíiTlihỹpỊ Ịl][+)[l](ĩl(E)[l]QCĩ](ĩi)cg)E) m @ (2] (B (T| (ỆNỘ) 0 [2] 
!§(=) 

CMPLX 0 Math À 

l2+2i-2-4il-l2+> 


0 

Vậy số phức z = 2 + 2/ thỏa mãn hệ thức => Đáp số c là đáp số chính xác 

❖ Cách mẹo 

Gọi số phức z có dạng z = a + bi . z thỏa mãn |z-2-4/| = |z - 2/| 

4=> |a -2 + (& — 4)/| = ịa + (b-2)iị 

^ (a-2) 2 + (b-4) 2 =a 2 +(b-2) 2 

<=> a 1 -4a + 4 + b 2 -Sb + I6 = a 2 +b 2 -4b + 4 
4a + 4b = ỉ6 
<=> a + b-4 = 0 


Trong các đáp án chỉ có đáp án c thỏa mãn a + b — 4 = 0 => Đáp án chính xác là c 

❖ Cách tự luận 

Gọi số phức z có dạng z = ữ + bi . z thỏa mãn ịz — 2 — 4/| = |z — 2/| 


<=> ịa-2 + (b-4)iị = |a + (è-2)/| 

d(a-2) 2 +(b-4) 2 =a 2 +(b-2) 2 

** a 2 -4a + 4 + b 2 - Ỉ ẳb + I6 = a 2 +b 2 -4b + 4 
^ 4a + 4b = ỉ6 
a+b = 4 

Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki: 

I6 = (a+bf <(ỉ 2 +ỉ 2 )(a 2 +b 2 )^\z\ 2 =a 2 +b 2 >8 

=> |z| > 2V2 


a b 


Dấu = xảy ra 4=> s 1 1 


^>a = Z? = 2=>z = 2 + 2/ 


a+b = 4 

VD2-[Thi thử chuyên Khoa học tự nhiên lần 2 năm 2017] 

Với các số phức z thỏa mãn |(l + /) z +1 - 7i| = V2 . Tìm giá trị lớn nhất của |z| 

A.max|z| = 4 B. max|z| = 3 C.max|z| = 7D. max|z| = 6 

GIẢI 


❖ Cách mẹo 
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> Gọi số phức z có dạng z = a + bi . z thỏa mãn |(l + í')z + l-7/| = V 2 
<^ị(a + bi)(l + i) + l-7iị = V 2 
^>ịa — b + ỉ + (a + b — 7)iị = V 2 

<=> (a—b + ỉ) 2 +(a + b-7) 2 =2 

<=> 2a 2 + 2b 2 +50-ỉ2a-l6b = 2 
a 2 +b 2 -6a-8b + 25 = ỉ 
d(a-3) 2 +(b-4) 2 =1 


Vậy quỹ tích điểm biểu diễn số phức z là đường tròn tâm/(3; 4 ) bán kính i? = l .Ta gọi đây là 
đường tròn (c) 

> Với mỗi điểm M biểu diễn số phức z = ữ + bi thì M cũng thuộc đường tròn tâm 0(0;0) bán 

kính \/ơ 2 +ỉ> 2 . Ta gọi đây là đường tròn (c 1 ) , Môđun của z cũng là bán kính đường tròn (c 1 ) 

> Để bán kính (c) lớn nhất thì 0,1,M thẳng hàng (như hình) và (c 1 ) tiếp xúc trong với (c) 


> 


> 


Khi đó OM =01 + R = 5 + 1 = 6 
=> Đáp số chính xác là D 

Cách tự luận 

Gọi số phức z có dạng z = a + bi . z thỏa mãn |(l + í')z + l-7ỉj = V 2 
|( ữ + Ỉ>ỉ) (1 + ỉ) +1 — 7/| — ~J2 
<=$ịa-b + ỉ + (a + b-7)iị = V 2 
<^(a-b + l) 2 +(a + b-7) 2 =2 

^2a 2 +2b 2 +5ữ-\2a-ì6b = 2 
ũ. 2 + b 2 — 6a — 8 b + 25 — 1 
^>(a-3) 2 +(&-4) 2 =1 

Ta có \z\ 2 =a 2 +b 2 =6a + Sb-24 = 6(a-3) + 8(b-4) + 26 

Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có : 6(a — 3) + 8(& — 4 ) < |ó(a-3) + 8(ồ-4)| 


<^(6 2 +8 2 )"(a-3) 2 +(è-4) 2 " =10 


Vậy |z| 2 < 36 <=> |z| < 6 

=> đáp án D là chính xác 

❖ Bình luận 

> Việc sử dụng bất đẳng thức để đánh giá |z| là rất khó khăn, đòi hỏi học sinh phải nắm rất vững bất 
đẳng thức Bunhiacopxki và các biến dạng của nó 

> Trong tình huống của bài toán này, khi so sánh 2 cách giải ta thấy dùng mẹo tiếp xúc tỏ ra đơn giản 
dễ hiểu và tiết kiệm thời gian hơn. 

VD3-[Thi thử báo Toán học tuổi trẻ lần 5 năm 2017] 

Cho số phức z thỏa mãn |z - 4\ + \z + 4| = 10, giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của |z| lần lượt là : 

A.10 và 4 B. 5 và 4 C.4và3D. 5 và 3 

GIẢI 


❖ Cách mẹo 

> Gọi số phức z có dạng z = a + bi . z thỏa mãn |z — 4| + |z + 4| = 10 


<í=> |a-4 + Zứ| + |ữ + 4 + Zứ| = 10 
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> 


> 

> 


> 


> 


<=>^(«-4 ) 2 +& 2 + ^/(a + 4 ) 2 +& 2 =10 
^^/(a + 4 ) 2 +& 2 = 10-^/(a-4) 2 +è 2 

ữ 2 + 8a + 16 + ỉ> 2 = 100 + ữ 2 — Sa +16 + b 2 — 20 yỊ í / — 4) + z? 2 
«=>20^/(a-4 ) 2 +& 2 =100-lóa 

<=>5^/(a-4) 2 +& 2 = 25 - 4a 
<=>25(a 2 -8a + 16 + 6 2 ) = 625-200a + 16ứ 2 

+=>9a 2 +25& 2 =225 

„2 .2 

a b 

<=> -7- + — = 1 

25 9 

Vậy quỹ tích điểm biểu diễn số phức z là đường Elip đỉnh thuộc đáy lớn là A(5;0) , đỉnh thuộc 
đáy nhỏ là z?(0;3) 

Với mỗi điểm M biểu diễn số phức z = a + bi thì M cũng thuộc đường tròn tâm 0(0;0) bán 

kính Va 2 +ồ 2 . Ta gọi đây là đường tròn (c 1 ) , Môđun của z cũng là bán kính đường tròn (c 1 ) 
Để bán kính (c) lớn nhất thì M trùng với đỉnh thuộc trục lớn và M = A(5;0) => OM = 5 
=> max|z| = 5 

Để bán kính (c) lớn nhất thì M trùng với đỉnh thuộc trục nhỏ và M = B( 0;3) => OM = 3 


=> min z =3 

=> Đáp số chính xác là D 

Cách tự luận 

Gọi số phức z có dạng z = a + bi . z thỏa mãn |z — 4| + |z + 4| = 10 
<=> |a-4 + ỉ>ỉ'| + |a + 4 + ỉ>ỉ'| = 10 

<=>^(«-4 ) 2 +& 2 +^/(a + 4 ) 2 +& 2 =10 

<+■ \Ị{a + 4 ) + ~b 2 + — ữ + 4 ) + ( ~—b ) =10 

Theo bất đẳng thức vecto ta có : 

<=> 10 = Ậa + 4) 2 + b 2 + ự(-a + 4) 2 + (-6) 2 > ^[(ữ + 4) - (-a + 4)] 2 + - (-6)] 2 

<^>10>V4Õ 2 +4ố 2 


<=> 10 > 2|z| => |z| < 5 

Ta có <=> -J(a-4) 2 +è 2 + -J(a + 4) 2 +ỉ> 2 =10 
Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có : 


100 = ^(«-4 Y+b 2 + ^/(a + 4) 2 +6 2 Ị <(l 2 +l 2 )[(a-4) 2 +Z? 2 +(a + 4) 2 +è 2 


4=>100<2(2a 2 +2Z? 2 +32) 

<=> 2a 2 + 2b 2 + 32 > 50 

^a 2 +b 2 >9 

Vậy |z| 2 > 9 <=> |z| < 3 

=> 3 < z < 5 => đáp án D là chính xác 
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VD4 -Trong các số phức z thỏa mãn z —2—z + 2= 2 , tìm số phức z có môđun nhỏ nhất. 
A. z = ỉ — yỈ3i B. z = —1 + 4^1 c. z = 1 D. z = yÍ3 + i 


GIẢI 

❖ Cách mẹo 

> Gọi số phức z có dạng z = x+yi . z thỏa mãn |z —2| —|z + 2| = 2 
<=> |x - 2 + yj| - |x + 2 + yi\ = 2 

-J(x-2) 2 + _y 2 --^(x + 2) 2 + _y 2 =2 


<=> 

<=> 


-J(x-2) 2 + y 2 = 2 + -J(x + 2) 2 + y 2 
^^(x — 2) + y 2 = 4 + 4-J(x + 2) + y 2 + (x + 2) + 
<=> -l-2x = -^(x + 2) 2 + 


l-2x>0ox< — 2- 

V 2y 

2 _ 2 , yị „ , yị , „2 


<=> 1 + 4x + 4x = x +4x + 4 + y 
ox 2 -^ = l 


w A-— — 1 

3 

^ , . 2 y 2 

Vậy tập hợp điểm biểu diên sô phức z là Hypebol (H): X — = 1 có 2 đỉnh thuộc thực là 

A'(-l;0),5(l;0) 

> Số phức z = x+yi có điểm biểu diễn M (x; y) và có môđun là OM = Võ 2 +ồ 2 . Để OM đạt giá 
trị nhỏ nhất thì M trùng với hai đỉnh của ( H ) 

M = A => M (l; o) => z = 1 
=> Đáp án chính xác là c 

II) BÀI TẬP Tự LUYỆN 

_ L _ • _ • _ • ___ 


Bài 1 -Cho các số phức z thỏa mãn |2z - 2 + 2/| = 1. Môđun z nhỏ nhất có thể đạt được là bao nhiêu 

a.aịM c.yĩ+1 D.yĩ-1 

2 2 

Bài 2 -Trong các số phức z thỏa mãn |z-3/| + |/z + 3 =10 . Hai số phức z l và z 2 cómôđunnhỏ 
nhất. Hỏi tích z l z 2 là bao nhiêu 

A. 25 B.-25 C.16 D.-16 

Bài 3 -Trong các số phức z thỏa mãn |/z -3| = \z-2-i\ . Tính giá trị nhỏ nhất của |z| . 


A. 


B.-j= 

42 


c. 


D.-)= 

45 


LỜI GIẢI BÀI TẬP Tự LUYỆN 


Bài 1 -Cho các số phức z thỏa mãn \2z - 2 + 2i\ = 1. Môđun z nhỏ nhất có thể đạt được là bao nhiêu 


B.i±f=Ê C.yĩ + 1 
2 2 


❖ Cách mẹo 

Gọi số phức z = X + yi thỏa mãn |2z - 2 + 2/| = T 


D.V2-1 

GIẢI 

|2x-2 + 2y/ + 2ỉ| = 1 


TOANMATH.com 


Tác giả: Trần Bá Hưng 






























<=>(2jc- 2) +(2y + 2) =1 

«(*-l) 2 +ư + l) 2 A 

Vậy tập họp các điểm biểu diễn số phức z là đường tròn (c) có tâm / (l;—l) bán kính R = 

Với mỗi điểm M (x; y ) biểu diễn số phức z = x+yi sẽ thuộc đường tròn tâm o bán kính 
R' = \z\ = y[? + y 2 .Vì vậy để R = |z| nhỏ nhất thì đường tròn (c 1 ) phải tiếp xúc ngoài với đường 


-I + 2 V 2 


(c) 

Khi đó điểm M sẽ là tiếp điểm của đường tròn (c) và (c) và \z\ = OM =01 -R = 

®EE0ẸraQệ3E][I]0Q]0[õ]Q](ĩ3(S>0®[ĩ]<S)[I](ấ 

CMPLK 0 Math Ạ 

■ía-ũ^+c-i-ũ)^ 

-1+2^ 

2 

=> Đáp số chính xác là A 

Bài 2 -Trong các số phức z thỏa mãn |z-3í| + |iz + 3 =10 . Hai số phức Z 1 và z 2 cómôđunnhỏ 

nhất. Hỏi tích z l z 2 là bao nhiêu 
A. 25 B.-25 C.16 


D.-16 

GIẢI 


❖ Cách mẹo 

Gọi số phức z = x+yỉ thỏa mãn |z-3ỉ| + |ỉ'z + 3 
<=> |x + (y —3)ĩj + |y + 3 + xỉ'| = 10 
'Ịx^+ỵỹ~ĩ) +a/(} ; + 3) 2 +x 2 =10 


= 10 


<(=> 

<(=> 


\Zừ +3 ) 2 


■yjx 2 +(y-3) 2 


+ x z =10- 

<=>(y + 3) 2 + x 2 = 100-20-^x 2 + (y-3) 2 + x 2 +(y-3) 2 
<=> 20^/x 2 +(y-3) 2 = 100- 12y 


^25x 2 +16y 2 =400 

2 2 
XV 

<=> TT + TT = 1 

16 25 

, ^2 3,2 

Vậy tập họp các điêm biêu diên sô phức z là đường Elip ( 2 ?): -7— + 4- = 1 có 2 đỉnh thuộc trục nhỏ 

16 25 

là A(-4;0),A'(4;0) 

Với mỗi điểm M (x; y) biểu diễn số phức z = x+yi sẽ thuộc đường tròn tâm o bán kính 

R' = |z| = 3 /x 2 + y 2 . Vì elip (£) và đường tròn (c) có cùng tâm o nên để OM nhỏ nhất thì M là 
đỉnh thuộc trục nhỏ 

=>M=A'=>Zj=—4 , M = A => z 2 = 4 
Tổng họp z v z 2 =(-4).4 = -16 

=> Đáp số chính xác là D 

❖ Mờ rộng 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 
















■ Nếu đề bài hỏi tích z ì z 2 với Zj , z 2 có giá trị lớn nhất thì hai điểm M biểu diễn hai số phức trên là hai 
đỉnh thuộc trục lớn 5(0;— 5),5'(0;5) 


=í> M = B' => Zị — —5 ỉ , M = A=> z 2 -5i 
Tổng hợp ZịZ 2 = 5i.(—5i) = -25 í 1 = 25 


Bài 3 -Trong các số phức z thỏa mãn |/z — 3| = |z —2—i| . Tính giá trị nhỏ nhất của ịz 






GIẢI 


❖ Cách mẹo 

■ Gọi số phức z - JC+ yi thỏa mãn \iz— 3| = \z — 2 — /| 

<=> |-y-3 + xỉ| = |x-2 + (y-l)ỉj 

^(-y-3) 2 +x 2 =(x-2) 2 + (y-l) 2 

<=> y 2 + 6y + 9 + x 2 - X 2 -4x + 4+ y 2 - 2y + l 
<(=> x + 2y + ỉ = 0 

<=> 2oJx 2 + (y — 3) 2 = 100 -12 y 

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là đường thẳng (á): X + 2 y + 1 = 0 

■ Với mỗi điểm M (x; y) biểu diễn số phức z — x+ yi thi |z| = OM > OH với H là hình chiếu vuông góc 

của o lên đường thẳng (í/) và OH là khoảng cách từ điểm o lên đường thẳng ( d ) 

, , iU |l.0 + 2.0 + l| 1 

Tính 0H=d(0-,(d)) = ' ' =+, 


Vậy |z|>—!_ 

/5 

=> Đáp số chính xác là D 


1 


X 2 — y 2 +1 + 2 xyi 


X 3 -xy 2 +x + x 2 yi + y 3 i- yi + 2xy 2 

X ~ I - yi 1 

x + yi 


x + yi 


x 2 + y 2 
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PHƯƠNG PHÁP CASIO - VINACAL 

PHƯƠNG TRÌNH sô PHỨC 


I) KIẾN THỨC NÊN TẢNG 


1. Chuyên sô phức vê dạng lượng giác 


Dạng lượng giác của số phức : Cho số phức z có dạng z = r(cơsỹ>+ỉsin^>) thì ta luôn có 
z n = r n (cos n<p+i sin n<p) 

Lệnh chuyển số phức z = a + bi về dạng lượng giác : Lệnh SHIFT 2 3 

Bước 1: Nhập số phức z = a + bi vào màn hình rồi dùng lệnh SHIFT 2 3 (Ví dụ z = 1 + ^3 i ) 

rn í+1 ívĩì [~3Ì [111 ÍSHÌFĩ1 [TỊ Í3l [=1 

CMPLX E Hs.th ầ. 

2iịjl 


K 


Bước 2: Từ bảng kết quả ta đọc hiểu r = 2 và (Ọ = 


ĩĩ) VÍ DỤ MINH HỌA 


VDl -rThỉ thử chuyên Khoa học tự nhiên lân 1 năm 2017] 

Gọi Zị, z 2 là hai nghiệm phức của phương trình z 2 - z +1 = 0 . Giá trị của I z l I + 1 z 2 1 bằng : 

A.o B.l c. 2 D.4 

GIẢI 

❖ Cách Casio 

> Tính nghiệm của phương trình bậc hai z 2 - z +1 = 0 bằng chức năng MODE 5 3 

gạ [51 rãi m (=1R m [=] m íá (=) 

0 HỉLthT 0 MỉLth Vắk 

Xl= >Í2= 

4-#i 

2 2 1 


i + ^i 


2 2 


1 SỈ3 1 -\Ỉ3 

> Vậy ta được hai nghiệm z, - 4 + — T~i và Zo = rr — —r-ỉ ■ Tính tổng Môđun của hai số phức trên ta 

2 2 2 2 

lại dùng chức năng SHIFT HYP 

ImÕDẼỊ in ÍSÍÌTÌ ỊìiỹpỊ ÍW1 rn (▼) m (R) [+1 nì ívĩì ITI Ct) in (^) ÍẼNGl c^) [+1 fSHĨFTÌ Ịiiỹpl 

(MnjH®CI](S)S(M)©ÍÃKĩ)CI](S)@[=] 


CMPLX 

i + 4 

2 2 ■ 


Mĩth Ả 

2 ễ~ 


=> |zj| + |z 2 | = 2 ta thấy B là đáp án chính xác 

VD2-[Thi thử chuyên Khoa học tự nhiên lần 2 năm 2017] 

Gọi Zị,z 2 là hai nghiệm phức của phương trình z 2 + 2z + 2 = 0 . Tính giá trị của biểu thức 

P = z 1 2016 + z 2016 : 

A. 2 10 9 B.o 


c. 2 


2017 


D. 2 


1008 


GIẢI 


❖ Cách Casio 1 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 














> Tính nghiệm của phương trình bậc hai z 2 + 2z + 2 = 0 bằng chức năng MODE 5 3 


ÍMÕÕẼI f5i f3~ì m r=Ị f2~ì f=Ị f~2~i f=Ị r=Ị 


Xi= 

0 MstthT 

X2= 

0 HathTA 


- l+i 

-l-i 


> Ta thu được hai nghiệm Zị = —1 + ỉ và z 2 -—ỉ — i . Với các cụm đặc biệt —1 + ỉ , — 1 — i ta có điều 
đặc biệt sau: (-1 + ỉ ) 4 = —4 , (- 1 -ỉ ) 4 = -4 

ÍMÕDẼI í^mRmí+iíẼNGimí^ìí^ií^i 

CMPLX E Mĩth À. 

c-l+i) 4 


-4 


Vậy p — z 1 2016 + z 2 016 - (—1 + i) 2016 +(—1 —ỉ’) 2016 = |^(-l + ỉ) 4 J +[(-l-i) 4 ’ 

= (-4) 504 + (-4) 504 = 4 504 + 4 504 = 2 1008 + 2 1008 = 2.2 1008 = 2 

p = Zj 2016 + z 2 016 = 2 1009 ta thấy A là đáp án chính xác 

❖ Cách Casio 2 


“1504 


>1008 _ /->1009 


> 


Ngoài cách sử dụng tính chất đặc biệt của cụm (-1 ± ỉ) 4 ta có thể xử lý -1 ± ỉ bằng cách đưa về 
dạng lượng giác bằng lệnh SHIFT 2 3 
Với z l = —1 + i = r[cos(p+ỉsm(p) 

R rn í+ì IẼNGÌ ÍSHÌFTÌ m ÍTI 1=1 

CMPLK 0 

-\+itrLG 


Hath Ếk 




z l ='I '2 


/ 


> Tính cos 


(p- 

( ___ 3 n , . . 3;r^ị 
cos — + i sin — 
l 4 4 J 


I — 37Ĩ 

Ta nhận được r = V2 và góc ọ = — 7 - 


2016. 

V 4; 


+ ỉ.sin 


2016. 

V 4 


zr 6 =(v 2 ) 

3^-^ị 


2016 


3tf . . __ 37t \ 

cos 2016.—+ /sin 2016.— 
4 4 J 


@ no GD ỊTỊ d] ỊE 3 (S) [Ị] ® ra (+] (ẼNG) [X] (sml [2^ CÕ] □□ Cẽ] 

® ® H) ® @3 ® ® <g> m m IID (H 

CMPLK 0 MỉLth Ả 

Cũs( 201 6 x ^+1 


1 

zf 016 = (V 2) 2016 = 2 1008 

> Tương tự zf 6 = 2 1008 =e> T = 2 1009 

VD3-rĐề minh họa bộ GD-ĐT lần 1 năm 2017] 

Kí hiệu z 1 ,z 2 ,z 3 và z 4 là bốn nghiệm phức của phương trình z 4 - z 2 -12 = 0 . Tính tổng : 

r= l z il + kl + M + kl 

A.r = 4 B.r = 2V3C. T = 4 + 2^3 D.r = 2 + 2V3 

GIẢI 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 
















❖ Cách Casio 

> Để tính nghiệm của phương trình ta dùng chức năng MODE 5. Tuy nhiên máy tính chỉ tính được 

phương trình bậc 2 và 3 nên để tính được phương trình bậc 4 trùng phương z 4 - z 2 -12 = 0 thì ta 
coi z 2 -1 khi đó phương trình trở thành t 2 - t —12 = 0 

ImõdeỊ d][3][T](=]Q[T](=]0[T][I](=](=] 

0 MỉLthT 0 MỉLthm 

Xi= X2= 


Vậy 


t = 4 
t = - 3 



-3 


> Với z 2 = 4 => z — ±2 

> Với z 2 = -3 ta có thể đưa về z 2 = 3i 2 <=> z = ±V3ỉ' với ỉ 2 = -1 . Hoặc ta có thể tiếp tục sử dụng 


chức năng MODE 5 cho phương trình z 2 = — 3 <=> z 2 + 3 = 0 

ÍMÕDẼI d][3][T](=]®(=l[3](=)(=) 


Xi= 

0 MỉLthT 

X2= 

0 MỉLthTA 


J3i 

-J3i 


Tóm lại ta sẽ có 4 nghiệm z - ±1, z - ±\íĩi 


> Tính T ta lại sử dụng chức năng tính môđun SHIFT HYP 

ÍMÕDẼI [2] ÉẼ @ d] ® 00 @ @ @ (vĩ) d] ® @ ® (+] 

ÍSHÌFTÌ ỊìiỹpỊ R ívĩl Í3l (R) ÍẼNGÌ [=1 

CMPLK 0 MỉLth À 

121+1-21+1J3ií+> 

4+273' 

=> Đáp án chính xác là c 

VD4-[Thi thử nhóm toán Đoàn Trí Dũng lần 3 năm 2017] 

Giải phương trình sau trên tập số phức : z 3 + (i + 1 ) z 2 + (i + 1 ) z + i = 0 

1 >/5 1 s . _ _. 

Ả.z = -i B.z = ---+—r-iC. z = ----—r-i D.Cả A, B, c đều đúng 

2 2 2 2 

GIẢI 

♦> Cách Casio 

> Để kiểm tra nghiệm của 1 phương trình ta sử dụng chức năng CALC 

gpHÃim_gtặ] gmmìiGìmmmwmi^mmramíTimiiPHÃỊ 

m m [ẼNGi ÍCÃĨCIR [ẼNGi (=1 

CMPLK 0 MỉLth CMPLX 0 Mỉtth À 

X? X 3 +(i+l)X 2 +(i+1i> 


-i 0 

Vậy z = -i là nghiệm 

1 ^/ 3 . . . 

> Tiếp tục kiểm tra z--— + -i~ỉ nếu giá trị này là nghiệm thì cả đáp án A và B đều đúng có nghĩa là 

2 2 

đáp án D chính xác. Nếu giá trị này không là nghiệm thì chỉ có đáp án A đúng duy nhất. 

ícÃEcì R m rri R [21 ÍTI m m ÍVĨÌ rãi ÍTI R f 2 i m ÍẼNGI Èn 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 







CMPLK 0 MỉLth À 

X 3 +(i+l)X 2 +(i+lt> 


ũ 

„ e 1 s. ' .._ , 

Vậy z — — H —í tiếp tục là nghiệm có nghĩa là đáp án A và B đều đúng 

=> Đáp án chính xác là D 

❖ Cách tự luận 

> Để giải phương trình số phức xuất hiện số ỉ trong đó ta không thể sử dụng chức năng MODE 5 
được mà phải tiến hành nhóm nhân tử chung 

Phương trình <=> z 3 + z 2 + z + (z 2 + z + l)í' = 0 


<=> 


(z + ỉ)(z 2 + z + l) = 0 


<=> 


z = -i 

^z 2 + z +1 = 0 

Phương trình z 2 + z +1 = 0 không chứa số i nên ta có thể sử dụng máy tính Casio với chức năng 
giải phương trình MODE 5 

liũiõDEi [E Ẽ EI (U EI m m m m 

0 Mã.thT 0 MỉLthTÌ 

Xi= X2= 

4-#i 
2 2 1 


-i + ^i 


2 2 

_ ,.__, , , „ ,. 1 Vã. 1 Vã, 

Tóm lại phương trinh có 3 nghiệm z = -i',z = — — + —— ỉ ;z = —— — ——ỉ 

2 2 2 2 

=> D là đáp án chính xác 

VD5-[Thi thử báo Toán học tuổi trẻ lần 3 năm 2017] 

Trong các phương trình dưới đây, phương trình nào có hai nghiệm z 1 =l + V3;z 2 =l-V3 

A.z 2 +/V3z + 1 = 0B.z 2 +2z + 4 = 0C.z 2 -2z + 4 = 0D.z 2 -2z-4 = 0 

GIẢI 

> Ta hiểu phương trình bậc hai ax 2 +bx + c- 0 nếu có hai nghiệm thì sẽ tuân theo định lý Vi-et (kể 
cả trên tập số thực hay tập số phức ) 
b 

^ + z 2 =~ 

a 


z,z 


1^-2 


> 


Tính Zj + z 2 = 2 

ÍMÕDẼI Í2]mf+1ÍVĨÌÍ3](^ÍẼNGlf+imRíỹĩìÍ3]C^)ÍẼNGÌ[=1 

__CMPLX 0 MỉLth ẾL 

1+I3i+1-I3i 


Tính ZjZ 2 = 4 

[T]CI]E]®[3](g)iõ)[I][I](T|B®[3](g)||ộ)(T|(=] 

CMPLK 0 _ MỉLth À 

c 1+13 i)( 1-13 i) 


Rò ràng chỉ có phương trình c 2 - 2z + 4 = 0 có -— = 2 và — = 4 

a a 

=> Đáp số chính xác là c 
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VDổ -ỊThỉ thử chuyên Khoa học tự nhiên lần 1 năm 2017] 

Phương trình z 2 + iz + 1 = 0 có bao nhiêu nghiệm trong tập số phức : 


A. 2 


B.1C.0D.VÔ sô 


> 


GIAI 

Ta phân biệt: Trên tập số thực phương trình bậc hai ax 2 +bx + c = 0 sẽ có hai nghiệm phân biệt 
nếu A > 0 , có hai nghiệm kép nếu A = 0 , vô nghiệm nếu A < 0 . Tuy nhiên trên tập số phức 
phương trình bậc hai ax 2 +bx + c = 0 có 1 nghiệm duy nhất nếu A = 0, có hai nghiệm phân biệt 
A > 0 

A < 0 

Vậy ta chỉ cần tính A là xong. Với phương trình z 2 + ỉ'z +1 = 0 thì A = ỉ' 2 —4 = -5 là một đại 
lượng < 0 vậy phương trình trên có 2 nghiệm phân biệt 


nếu 


Đáp sô chính xác là A 


VD7 -Phần thực của số phức z là bao nhiêu biết z - 
Ả.-ì + i B.l C.3-2Í 


(l-/) 10 (V3 + i) 
(-1-i^) 10 
D.2 5 ỉ 


GIẢI 

> Để xử lý số phức bậc cao (> 3) ta sử đưa số phức về dạng lượng giác và sử dụng công thức Moa- 


vơ . Và để dễ nhìn ta đặt z — 


„10 T 5 
_10 


> 


Tính z l =l — i = r(cos^>+ỉ‘sin^). Để tính r và (p ta lại sử dụng chức năng SHIF 2 3 

ỊTỊ R ÍẼNÕ1ÍSHÌFĨ1 ỊTỊ ỊTỊ f=| 

CMPLH 0 


Hstth À 


■lĩl-ÌTl 


Vậy z ì -yỊ 2 


f -Jl . . . -71^ 

cos —— + i sin —— 

V 4 4 J 


Z Ị° = (V2) 10 ^coslO.-^ + ísinlO.-^- 


Tính coslO,—^- + ỉ‘sinlO.— 
4 4 


(ỘÕỊI m [0] (x| ® B @ ® (▼) ® (£) CD [+] lộ) (Hộ) CO fõ1 [xi ÍMÌ R ísíiTÌ 

íxĩõ^ì (r) Ĩ4i c^) rn 1=1 

CMPLX E Math Ả 

cos(lũ^) +isirt> 


ĩ 


> 


Vậy zị° =(yÍ2) 10 .i = 2 s .i 

< _c 1 _ , . _ 

Tương tự z 2 - 2 cos5.-j + ỉSÌn5. 

I 6 


„10 _ oio 
Zo =2 


í 


coslO. 

V 3 


"'= 2 = -44 i 

2 2 , 

y \ J 

-2 n . . .„ -2;r^ „ 10 f 1 x/3 . 


- +ỉ sin 10.- 


= 2 


2 2 

V z y 
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10 5 

Tổng hợp z — — — - - 


Tì.T 


Vã 1 

■ _-1- — í 

2 2 


10 




ìio 


_j__Vặ 

,2 2 1 , 

V y 


Cr) fãi c^) ^ m f2i ỊgỊ m fõi <K) m R @Ị m Cr) fãi c^) R @Ị lãi 
<5> [2] ® @ CỊ) (=] 

CMPLK , 0, j2Lth,£ 

1 

Vậy z = 1 => Đáp số chính xác là B 


III) BẢI TẬP Tự LUYỆN 


Bài 1 -ỊThỉ thử chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa lần 2 năm 2017] 

Cho phương trình z 2 - 2z 417 = 0 có hai nghiệm phức Z 1 và z 2 ■ Giá trị của |zj I + ịz 2 1 là : 

A.2VĨ7 B.2VĨ3 C.2VĨÕ D.2VĨ5 

Bài 2 -ÍĐề thi toán Đại học - Cao đẳng khối A năm 2009] 

Gọi Z 1 , z 2 là hai nghiệm của phương trình z 2 + 2z +10 = 0 . Tính giá trị biểu thức A = \zị\ 2 + \z 2 

A.2VĨ0 B. 20 C.5V2 D.I0V3 

Bài 3 -ÍThi thử Group Nhóm toán lần 5 năm 2017] 

Kí hiệu z 1 ,z 2 ,z 3 là nghiệm của phương trình z 3 + 27 = 0 . Tính tổng T = |z l | + |z 2 | + |" 3 | 

A.r = o B.r = 3V3 c.r = 9 D.r = 3 

Bài 4 -ÍThi thử THPT Bảo Lâm - Lâm Đồng lần 1 năm 2017] 

Gọi z 1 ,z 2 ,z 3 , z 4 là bốn nghiệm phức của phương trình 2z 4 - 3z 2 - 2 = 0 . Tính tổng sau : 

r= kl + M + M+kl 

A.5 B.5V2 C.3V2 D.v^ 

Bài 5 -ÍThi thử THPT Bảo Lâm - Lâm Đồng lần 1 năm 2017] 

Xét phương trình z 3 -1 trên tập số phức . Tập nghiệm của phương trình là : 

**•» ! 1 I 1 '! ^'1 ”'-Ị-i4'Ị 

Bài 6 -Biết z là nghiệm của phương trình z + — -l ■ Tính giá trị biểu thức p - z 2009 4 —v_ 

z z 

x.p = \ B. J P = 0C.P = -ị D .p = n - 

2 4 


LỜI GIẢI BẰĨ TẬP Tự LUYỆN 
• • • 


Bài l -ỊThỉ thử chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa lần 2 năm 2017] 

Cho phương trình z 2 - 2z 417 = 0 có hai nghiệm phức z ì và z 2 . Giá trị của 1 4 |z 2 1 là : 

A.2VĨ7 B.2VĨ3 C.2VĨÕ D.2VĨ5 

GIẢI 

❖ Cách Casio 

■ Tìm hai nghiệm của phương trình z 2 -2z4l7 = 0 

Bõaf5if3imí=ìRf2iíảmí7ií=ií=ì 
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MỉLthT 


MrthTA 


Xi= X2= 

l+4i 1—4i 

■ Tính tổng hai môđun bằng lệnh SHIFT HYP 

ImÕDẼỊ | 2 | ÍSÍÌTÌ ỊìiỹpỊ m RR f4l ÍẼNÕ] (R) í +1 ÍSÍÌTÌ ỊìiỹpỊ (TỊ R R"! ÍẼNGÌ [=1 

CMPLK 0 MỉLth À 

27ĨT 

Vậy |zi| + \z 2 1 = 2-s/Í7 => Đáp số chính xác là A 

Bài 2 -ÍĐề thi toán Đại học - Cao đẳng khối A năm 2009] 

Gọi Zj,z 2 là hai nghiệm của phương trình z 2 + 2z + 10 = 0 . Tính giá trị biểu thức A = |z 1 | 2 +|z 2 

A.2VĨÕ B. 20 C.5V2 D.loVã 

GIẢI 

❖ Cách Casio 

■ Tìm hai nghiệm của phương trình z 2 + 2z + 10 = 0 

SdHẼEiÈíiÈiii 

0 HỉLthT 0 MatliTÀ 

Xl= X2= 

-1+31 -1-31 

■ Tính tổng bình phương hai môđun bằng lệnh SHIFT HYP 

@ CỂ s @ 0 en (+] [3] (ẸNÕ) (g) ® [+) dỊỊẼl (hỹp| 0 E 0 [3] (ỆNỘ) (g) (£) (=] 

CMPLK 0 MỉLth A 

20 

Vậy A = u 2 +|z 2 | 2 = 20 => Đáp số chính xác là B 


Bài 3-ÍThi thử Group Nhóm toán lần 5 năm 20171 

Kí hiệu z 1 ,z 2 ,z 3 là nghiệm của phương trình z 3 + 27 = 0 

A.r = o B.r = 3V3 c.r = 9 

. Tính tổng T = |zj 

D.r = 3 



GIẢI 

❖ Cách Casio 

Tính nghiệm của phương trình z 3 + 27 = 0 bằng chức năng MODE 5 4 

ÍMÕDẼI ©(4][l](=][Õ](=)[Õ](=)[2][7](=](=) 



0 MỉLthT 0 

Xl= X2= 

MỉLthTÌ 

X3= 

E 

Hã.th Jk 

3 . 

3-Ỉ3- 

3 

3-Ỉ3- 

-3 2 + 

, 7 . a 3 3^. 3 3^. 

Vậy Zl = 3,z 2 = 2 + 2 i,z 3 = 2 2 i 

2 ĩ 

2 

2 ĩ 


■ Tính tống môđun T = |z 1 | + |z 2 | + |z 3 | 

ImÕDẼI [IHĨKĨliEiEidKDii [=1 [=1 ÍMÕDẼ1 m ÍMÕDẼI in fSHĨFTÌ ỊhỹpỊ R (T) 
® (+) s @IỊhỊ 1®1®(ỉ)(p [Ẹ© ® <s> [ 2 ] (S> (ẼNÕ) (g) (+) fSHĨFTÌ ííĩỹpl (ẽ) 
(3](S)[2](S)E](l][I]G/E)(3]<S)[2](g)Ị§l(=) 
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Tác giả: Trần Bá Hưng 









CMPLX 


1-31 + 


ệ+skị 

2 2 1 


Màth ầ, 


I 

+ > 


Vậy T = 9 => Đáp số chính xác là c 

Bẩí 4 -ÍThi thử THPT Bảo Lâm - Lâm Đồng lần 1 năm 2017] 

Gọi z 1 ,z 2 ,z 3 , z 4 là bốn nghiệm phức của phương trình 2z 4 - 3z 2 - 2 = 0 . Tính tổng sau : 

7^ = |z L | + |z 2 | + |z 3 | + |z 4 | 

A .5 B.5V2 C.3V2 D.V2 

GIẢI 

♦♦♦ Cách Casio 

Đặt t = z 2 ■ Tìm nghiệm của phương trình 2 í 2 — 3t — 2 = 0 

Éi [ã [Ị] [2] É B [3] [=) E) E3 (D (D 


Xi= 


MstthT 


X2= 


HithTA 


1 

2 


Vậy 


t = 2 


. 2 


2 _ /-} 

z -2 


z 2 


:±77 


-1 


Với z 

Với z 2 = — => z~ = — => z = ±- 1 — 

2 2 V 2 

Tính tổng môđun T = |zi| + |z 2 | + | z 3 | + | z 4 | 

E) S3 ® ffl B @ (s) 1 § <s> 

ÍVĨir2lC^)C^)C^|+ÌÍSHÌFTl|hỹpỊrÌÌR|ẼNGÌ(T)íỹĩir2lfE] 

CMPLX 0 Hstth Ếk 

l^l+l-^l+l^ 

3/2 

Vậy T = 3\fĩ => Đáp số chính xác là c 

Bai 5 -ÍThi thử THPT Bảo Lâm - Lâm Đồng lần 1 năm 2017] 

Xét phương trình z 3 = 1 trên tập số phức . Tập nghiệm của phương trình là : 


A.S={1} B.S=Jl; 


„ ^b-B 4 Ị 

GIẢI 

♦♦♦ Cách Casio 

Giải phương trình bậc ba z 3 — 1 = 0 với chức năng MODE 54 

ÍMÕDẼ1 ®®[E|ỊI][õ]p[õ](=]B[I](=](Ị] 

0 MỉtthT 0 

Xl= X2= 


1 , 73 ì 


Đ.s= -T±- 
2 2 


Mstthm 


X3= 


Hstth A 


1 


2 2 1 

__ , , . „ , , 1 73 . 1 73 . 

Phương trinh có 3 nghiệm X = 1, X = —— + —— ỉ,x = —— — ——1 

2 2 2 2 

=> Đáp số chính xác là c 


i_4i 
2 2 1 
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Bài 6 -Biết z là nghiệm của phương trình z + — = 1 • Tính giá trị biểu thức p - z 2009 + —-Ịị 
A.p = l 


2009 


B.P = 0C.P = -ị D .P = Ị 
2 4 


GIẢI 


❖ Cách Casio 


1 


Quy đồng phương trình z + —= 0 ta được phương trình bậc hai z -Z + 1 = 0 . Tính nghiệm phương trình 

z 

này với chức năng MODE 5 3 

ÍMÕÕeI d] [ 3 ] en (=] 0 [H (=] [H (=] (=] 


Xi= 


0 MỉLthT 


l + #i 
2 2 1 


X2= 


0 MathTA 


1 


2 2 

Ta thu được hai nghiệm z nhưng hai nghiệm này có vai trò như nhau nên chỉ cần lấy một nghiệm z đại 
diện là được 


f 71 . . . 7T^ 

cos — + ỉ sin — 




' J 


1 73 

Với z = ---—r-i ta chuyển về dạng lượng giác => z = 1 

2 2 

ÍMÌ ÍTỊ (▼) ỊTỊ (F) [+1 (Mì ívĩì f3l (r) ỊTỊ CR) ÍẼNÕ1 [shìft 1 ỊTỊ Í3l f=| 

_CMPLX s MỉLth À 

1 ■ ►riỡ 


2 2 


ìlin 


vậy 


7 2009 _ 2 2009 


cos 2009.- +/sin 2009. Ị 
3 3 J 


^cos 2009. Ị + / sin 2009. Ị ^ 

V 3 3 J 


CMPLX 


0 Maith A 


Tính z 2009 và lưu và biến A 

1@[Ị ] 00 00 (U ĩã ( S) íshìftH^ (^ [33 <® DU [+] (ẼNỘ) (sm) Cõ] Cõ] dD cs (S 

ÍSHÌFĨ1 íxĩÕ*l (▼) m (R) m [=1 fSHĨFTÌ IrÕỊ ÍR 

CMPLX E Math ầ, CMI 

cos(20Ũ9>í§)+isii> Ans+A 
0.5-0.866025403► 0.5-0.866025403► 

Tổng kết p - A + — -1 
A 

íaRmíiiíTi(T)íÃĩPHÃìF)ìf^i 

CMPLX 0 MỉLth À 

A+ỉ 


Đáp số chính xác là A 


1 
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